Sistemas de EDOs lineales — Soluciones
Ejercicio 1

Enunciado. Resuelve el problema de valor inicial

y'=Ay+b(t), A= (f ?L)  PB= (322t) - Y0 G>

Autovalores y autovectores. El polinomio caracteristico es
det(A—A)=X2—6\A+5=(A—1)(A—5),

asi que los autovalores son reales y distintos, \; =1y A\, =5. Para A} =1,

(A—TI)v, = G §>v1=0 = Vi = <_31)

(A—5I)vy = <_13 31) Vo=0 = v, = G)

3 1
yu(t) =, (_1> el + ¢y <1> edt.

Solucién particular (coeficientes indeterminados). Como el exponente del forzado es a = 2,
distinto de 1y de 5, no hay resonancia y buscamos y,(t) = we*'. Sustituyendo, 2w e** = Aw e** +

(g) €2t es decir (2] — A)yw = (g):
(0 oo () i ()

2
Condicién inicial. La solucién general es y =y, +y,. Imponiendo y(0) = < ),

y para Ay = 5,

Solucién homogénea.

1

3 1 -3 2 301+C2:5,
¢ +c + = = = =1, c=2.
(2= (@)-() = {2 samne
3 1 -3 3et + 2e5t — 3e?t
yit) = (-1) ¢ +2 (1) . ( 0 ) = ( —et 4 2

Ambos autovalores son positivos, de modo que la solucién crece sin acotarse; el término e domina
el comportamiento a largo plazo.

Solucién.




Ejercicio 2

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales

y' = G 42) y+ (f) te*,  y(0)= (3) :

Espectro y autovectores. El polinomio caracteristico es

det(A—A) = (1= A)(—2—=XN)—4=X24+X—6=(A—2)(A+3),

asi que hay dos autovalores reales distintos, Ay =2y Ay = —3. De (A —2I)v, = 0 sale v; = (?),

y de (A+3I)vy, =0 sale vy = (_11> La solucién homogénea es

y, = Cp e*t (i) + Cye 3t <_11) :

Deteccién de la resonancia. El forzado es b(t) = te?! = v, te?!: su exponente coincide

1
con el autovalor \; = 2 y su direccién con el autovector v;. Esta doble coincidencia es la que

4

. . . —1 .
provoca la resonancia; conviene desacoplar el sistema. Con P = (vl v2> = ( 1 ) y el cambio

1
z = P71y el sistema se diagonaliza. Como b = v, t €%’ apunta puramente en la direccién de v, su
L . . te?t .
representacion en la base propia es P~'b = ( 0 Y las dos ecuaciones quedan separadas:
2y =2z +te? zh = —32,.

Coordenada resonante. La segunda es homogénea, z, = Be 3!, La primera es el caso escalar

de resonancia: como el forzado t e?! contiene el propio modo e, hay que subir un grado y ensayar
_ g42,2t .

2y, = Bt7e*". Sustituyendo,

Y

N[

Zi:P - 221,1) = ﬁ(2t + 2t2)62t — 2,8t2€2t = 2,8t62t ; te2t = B _
sin necesidad de término lineal. Por tanto z; = ( A+ %t2>€2t.

Vuelta a las variables originales. Deshaciendo el cambio y = z; v + 25V,
4 —1
1 _
y — <A+§t2>e2t <1> + Be ( . ) .

Condiciones iniciales. Ent =0, A (?) + B (11) = (g), esdecirdA—B=2y A+ B =0,

dedondeA:%yB:—%.
Solucion.
2 t262t 4 *6275 + 267375
y(t) = 1 52 g
5 22t 4 56215 _ SB_St




El término étze% v, es la firma de la resonancia: al forzar el sistema justo en su modo propio e y

en su direccién vy, la respuesta no solo oscila con ese modo sino que gana un factor t? que la hace
crecer mas deprisa que la homogénea.
Ejercicio 3

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales

y = (_14 _23> y+ (4etzos 2t> - YO= G) '

Espectro. La traza vale —2 y el determinante (1)(—3) — (2)(—4) = 5, asi que
det(A—X) =X 42X +5=0 = A= —14 2.
Los autovalores son complejos con parte real &« = —1 y frecuencia § = 2.

Reducciéon a una ecuacién de segundo orden. Como el forzado solo actiia en la segunda
componente, conviene despejar. De la primera ecuacion y; = y; + 2y, se obtiene y, = %(y{ —y1), ¥
derivando y4 = % (y{ —y}). Sustituyendo ambas en la segunda ecuacién yj = —dy; —3y,+4e " cos 2t
y ordenando,

Yy +2y; + 5y, = 8e ' cos2t.

La ecuacién caracteristica r? + 2r + 5 = 0 tiene las mismas raices —1 4+ 24, luego la homogénea, es

Yi,n = e *(Acos2t + Bsen2t).

Resonancia compleja. El forzado et cos 2t tiene exactamente la parte real & = —1 y la frecuencia
[ = 2 de las raices: es resonante. Por eso la particular no puede ser del tipo e *(C cos 2t + D sen 2t)
(quedaria absorbida por la homogénea) y hay que multiplicar por ¢:

Y1, =te *(Ccos2t + Dsen2t).

Sustituyendo en y; + 2y; + 5y, = 8¢ ! cos 2t e igualando los coeficientes de e~ cos 2t y e ' sen 2t se
obtiene el sistema 4D =8, 4C =0, esto es C =0, D =2. Asi y; , =2t e tsen2ty

y; = e "(Acos2t + Bsen2t) + 2t e ' sen 2t.
Condiciones iniciales. De y,(0) = 2 sale A = 2. Para la derivada usamos la propia ecuacién del

sistema en t = 0: y1(0) = y;(0) + 2y,(0) = 2 + 2(1) = 4. Derivando y; y evaluando en 0 resulta
y1(0) = —A + 2B, de modo que —2 + 2B =4y B = 3. Por tanto

Y1 = e "(2cos 2t + 3sen 2t + 2t sen 2t).

Segunda componente. Con y, = $(y; —y;) y yi = e *(4cos 2t — 5sen 2t + 4t cos 2¢ — 2t sen 2t),

Yo =3 [e*t (4 cos 2t—5 sen 2t+4t cos 2t—2t sen 2t)—e ' (2 cos 2t+3 sen 2t+2t sen 275)] = e '(cos 2t—4 sen 2t+2t cos 2t—

Solucién.

y(t)=e
cos 2t — 4sen 2t + 2t cos 2t — 2t sen 2t

7t ( 2cos2t + 3sen2t 4 2t sen 2t )




Los términos seculares t et cos2t y te !sen 2t delatan la resonancia compleja: la amplitud de la

oscilacién de frecuencia 2 crece linealmente con t, aunque aqui el factor global e~* (parte real

negativa) acaba amortiguando el conjunto, de modo que la solucién oscila con amplitud o te~t y

tiende a cero.

Ejercicio 4

Enunciado. Resuelve el problema de valor inicial

v—ayevo,a=(5 1) b= (2)en vo-(]).

Autovalores y autovectores. El polinomio caracteristico es
det(A—X) =X —4\+1=0 = A=2+3,

dos autovalores reales irracionales. De (A — AI)v = 0, la primera fila da (3 — A)v; + v, = 0, esto
es vy = (A — 3)v;. Tomando v; =1,

v, = (\/51_1) (A, =2+ V3), v2:(_1i\/§) (Mg =2—/3).

Solucién homogénea.

1 1 3
yu(t) = (\/5_ 1) e2HV3E 4 ) (_1 B \/§> e2-V3)t,

Solucién particular (coeficientes indeterminados). El exponente del forzado es o = —1,

distinto de 2 + /3, luego no hay resonancia y probamos yp(t) = we !, Sustituyendo se obtiene

(—I— Ayw = (_22):
)= (B) = w=() wo=()e

Condicién inicial. Con y =y, +y, e imponiendo y(0) = (O>,

1
A 1\ (1
De la primera ecuacién ¢, + ¢, = 1; sustituyendo en la segunda, v/3 (¢; — ¢y) — (¢; +¢,) = —1, es

1
5

1 1 —1
o)) ()

Al promediar los dos modos irracionales conjugados aparecen funciones hiperbdlicas: en forma
cerrada equivale a y; = % cosh(v3t) — et y yo = €2/(1/3 senh(v/3t) — cosh(v/31)) + 2.

decir v/3 (¢; —¢y) =0, luego ¢; = ¢y =

Solucién.




Ejercicio 5

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales

(3 Y () o ()

Espectro y estructura defectiva. El polinomio caracteristico es
det(A—X) =X —6X+9=(\—3)%

un tnico autovalor A = 3 de multiplicidad doble. La matriz

-1 1
weaar (1)

; . . 1
tiene rango 1, asi que solo hay un autovector: el sistema es defectivo. De Nv = 0 sale v = ( 1),
y el vector propio generalizado se obtiene de Nw = v, esto es —w; + wy = 1, de donde w = (

)

La solucién homogénea es la cadena de Jordan

y, = et {C’lv + Cy(w + tv)} :

2
Resonancia con el modo doble. El forzado c e’ con ¢ = ( 1) tiene el exponente 3 = A: resuena,

y ademds con un autovalor doble defectivo, lo que anticipa una subida de dos grados. El cambio
y = e3tu(t) lo hace transparente. Como A =3I + N,

y =e3*Bu+u’)=Ay+ce¥ =e3[(3[+ N)u+c¢] = u' =Nu+c.

Integracién con N nilpotente. Como N? = 0, la serie termina pronto. Ensayando u = p +
qt+rt? e igualando potencias de t en u’ = Nu + c:

t": q=Np+c, t':2r=Nq, t*: Nr=0.

De aqui r = 1Nq = {N(Np + ¢) = $Nc (pues N? = 0), y Nc = N(

)
~——
I
~
Ll

B ) = —v, luego

r=-—35V.

1
2

Condiciones iniciales. Como y(0) = u(0) = p, se toma p = <1> directamente. Entonces

R RCRCNCRUSRE
oot = (1) (4)1- (1)

Solucidén.
144t — 142
y(t) = e 2
3+3t—1t

La resonancia con un autovalor doble defectivo sube dos grados: aparece el término secular

—%t2e3t v, alineado con el tinico autovector v = (1,1). Es N? = 0 quien corta la serie en t? y

garantiza que la respuesta sea polindmica de grado exactamente 2 por e3*.




Ejercicio 6

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales y’ = Ay + b(¢), con

2 10 22 1
A—(O 2 1), b(t)—(t+1), y(O)—(O).
00 2 3 -1

Analisis espectral. La matriz es triangular superior, asi que su tnico autovalor es A = 2 con
multiplicidad algebraica 3. Escribimos

010 0 0 1
A=2I+ N, N=A-2I=10 0 1], N2=10 0 0], N3=0.

0 00 0 00

El rango de N es 2, luego hay un tnico autovector independiente: el sistema es defectivo y IV es
un bloque de Jordan nilpotente de tamafio 3.

Solucién homogénea (exponencial de matriz via Jordan). Como N es nilpotente y conmuta

con 21,
et =e?" (I + Nt + $N?1?).

Con el vector de constantes ¢ = (c;, ¢y, c3)7,

c, + ot + %C3t2
yh (t) = €2t 62 + C3t .

C3

Solucién particular (coeficientes indeterminados). El forzado es polindémico y A = 2 # 0,
por lo que ensayamos un polinomio del mismo grado y, = py + p;t + p,t2. Imponiendo yl/, =
. : 4 T _ Ty.
2y, + Ny, + b(t) e igualando por potencias de t (recuérdese N(a,b,c)’ = (b,¢,0)"):
t?: 2py + Npy, = —(2,0,0)T = p, =(—1,0,0)T,

.
t': 2p, =2p; + Np; +(0,1,0)7 = p, = <—%7—%70) ;

)
£ by = 2py+ Ny + (0,137 = py— (-2.0.-3)".

)

Imposicién de la condicién inicial. Como y(0) =c +y,(0) con y,(0) = (-2,0,-3)",

1 _
c:(o)—(()):(l;, 0, 1)’
-1 _%

2t ( t2 11 2 3 3
y(t) = ste* — 3t
162t_%

<
ks
—~
~
S~—
Il
VR
|
~
o
|
= o
S+

|
oot

wlw

Solucidén.

2




2t

Obsérvese cémo la cadena de Jordan hace aparecer los factores ¢ y t? multiplicando a e?*, mientras

que la parte polinémica pura proviene de la respuesta forzada.
Ejercicio 7

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales y’ = Ay + b(t), con

2 1 0 1 2
A:<o 5 0), b@:(Q)et, y<o>:(_1).
0 0 -1 —1 3

Analisis espectral. Por ser triangular, los autovalores son las entradas de la diagonal: A = 2
(simple) y A = —1 (doble). Para A = —1,

310
A+I=10 0 0
000

tiene rango 1, luego su ntcleo es de dimension 2: el autovalor doble aporta dos autovectores
independientes y la matriz es diagonalizable.

Autovectores.
A=2: (A-2)v=0 = v, =(1,0,0)T;

A=—1:3v;+v,=0 = v,=(1,-3,0)T, v53=(0,0,1)7.

1 1 0
yu(t) =ce? | 0| +cget | =3 | +czet[0].
0 0 1

Solucién particular (coeficientes indeterminados). El exponente aw = 1 del forzado no coin-
cide con ningtn autovalor (2 ni —1): no hay resonancia y basta ensayar y, = vel. Sustituyendo,
v satisface (I — A)v = (1,2, —1)T, es decir

-1 -1 0 1 T —2
0 2 O0fv=] 2 = v=(-21, —3) , y,(t)=| 1 |[€".
0 0 2 —1 —1

Imposicién de la condicién inicial. De y(0) = ¢;v; + ¢yvy + ¢3v3 +y,(0) = (2,—1,3)T:

Solucién homogénea.

—3e,+1l=—1=¢, =2, cpteg—2=2=c =2 cg—3=3=c3=

7
3 2

Solucién.

10,2t | 2 —t _ 9.t
7€+ € 2e

y(t) = et —2et

T o—t 1t
5€ e

1
2

La tercera componente estd desacoplada del bloque 2 x 2 superior, lo que permite integrarla por
separado; el modo e es exclusivamente la respuesta forzada.



Ejercicio 8

Enunciado. Resuelve el problema de valor inicial

v =Ay+b(t), A= (_04 _15> , b()= <1oSgn2t) - YO= (—26) '

Autovalores y autovectores. El polinomio caracteristico es
det(A— M) =X N +5X+4=A+1)(A+4),

con autovalores reales distintos A\; = —1 y A\, = —4 (ambos negativos: el sistema es estable). Para

Al — _1,
1 1 1

y para Ay, = —4,

4 1 1
(A+4l)v, = (_4 _1> vo=0 = vy, = (_4).

Solucién homogénea.
1 _ 1y _
vi(t) =, (_1) et +cy (_4> e 4.

Solucién particular (coeficientes indeterminados). El forzado oscila con frecuencia w = 2.
Como los autovalores son reales, no puede haber resonancia y probamos

y,(t) = pcos 2t + qsen 2t.

Entonces y; = —2psen2t + 2qcos2t. Al sustituir en y;, = Ay, + b e igualar por separado los
términos en cos 2t y en sen 2t,

0
2q = Ap, —2p = Aq+ (1()) .

Escribiendo p = (py,p2) v 4 = (¢4,45), la primera relacién da 2q; = p, y 2g, = —4p; — 5py; la
segunda da —2p; = gy y —2py = —4q; — 5g4 + 10. Resolviendo el sistema lineal se obtiene

¢1=0, p,=0, ¢g=2, p=-1,

—1 0 —cos 2t
yp(t) = ( 0 ) cos 2t + (2) sen 2t = (23en2t) .

Condicién inicial. Cony =y, +y, vy y,(0) = -1 , imponemos y(0) = 2 :
h P P 0 —6

c<1>+0<1>+<_1)_(2>:> ate=3 = c=2,c=1
1 -1 2 —4 0 -6 —01—462:—6, 1 s 2 .

de modo que



Solucién.

_ 1Yy 1Y 4 —cos2t\ 2¢ "+ e 4 — cos 2t
yit) = (—1) ¢ (—4) ¢ <2sen 2t> N (—Zet —4e™ + 2sen 2t

Los términos exponenciales forman el transitorio, que se extingue por ser A\;, A, < 0; a largo plazo
—cos 2t
2sen 2t

solo perdura el régimen permanente oscilatorio ( ) inducido por el forzado.

Ejercicio 9

Enunciado. Resuelve el problema de valor inicial
, (41 2\ o5 (1
(4 Qe wo-()

Autovalores. El polinomio caracteristico de A = (_41 ;) es

det(A —AI) = A2 —tr(A) X +det(A) = A2 —6)A +9 = (A — 3)2,

asi que hay un tnico autovalor A = 3 doble.

Por qué la matriz es defectiva. Al calcular el autovector aparece

1 1
o (4 1),

matriz de rango 1: solo produce un autovector independiente, luego A no es diagonalizable y
hace falta una cadena de Jordan. De (A — 3I)v = 0 sale v; + vy = 0, y tomamos

(1),

Vector propio generalizado. Buscamos w con (A — 3w = v:

Lo () = 1wy =1
1 1 —_1 wq wy = 1.

Ambas filas dan la misma ecuacién (el sistema es compatible, como debe ocurrir); elegimos la
soluciéon mas cémoda
1
w = .
0

Solucién homogénea. Con la cadena {v,w} la parte homogénea del bloque de Jordan es

yir(t) = ved +cy(vi+w)edt = ¢ (_11) et + ¢, [(_11) t+ ((1))] e3t.

El factor te3! es la huella tipica del autovalor defectivo.



. . . 2
Solucién particular (no hay resonancia). El forzado es ce?’ con ¢ = < 1) y exponente a = 2.

Como a = 2 # 3 = A, no resuena con el modo propio: basta ensayar y, = p e?! sin subir el grado.
Sustituyendo,
2pe* = Ape? +ce? = (A—20)p=—c.

2 1
-1 0

a0 5). v (2 2)(0)- ()

1
Por tanto yp(t) = (_4> e?t. (Si el exponente hubiese sido a = 3, este paso fallaria porque A — 31

Con A—2] = ( ) (determinante 1),

es singular, y habria que multiplicar por ¢; aqui se evita esa trampa.)

Imposicion de la condicién inicial. La solucién general esy =y, +y,. Ent =0,

B 1 1 1y [(at+e+l) (1
() el (- (41) - ()
De la segunda componente —c; —4 = —2 = ¢; = —2; de la primera ¢; + ¢ +1=1= ¢y = 2.
Ensamblado. Con ¢; = =2, ¢, = 2:
Y = (=2 + 2t + 2)e3t 4 2t = 2t 3t + &%t

Yy = (2 — 2t)e3t — 4e?t,

(t) 2t 63t + €2t
Y= (2 —2t) €3t — 4e?

El término 2t €3’ proviene del bloque de Jordan (autovalor doble defectivo), mientras que el modo
forzado €% entra sin subir de grado precisamente por no ser resonante.

Solucidén.

Ejercicio 10

Enunciado. Resuelve el problema de valor inicial
, (1 2 2t — 3 4 (1

2
Autovalores y autovectores. La matriz A = ( ) es simétrica, luego diagonaliza en base

2 1
ortogonal con autovalores reales. De

det(A—A)=A2—2XA—3=(A—3)(A+1)

10



salen A\; =3y Ay = —1. Los autovectores son

/\1:3:"1:(1)7 )\2:_1“’2:(_11),

que en efecto son ortogonales.
1 1
yi(t) =¢ e3t + ¢, et.
1 -1
Deteccién de resonancia. El forzado se escribe

b(t) = (a+bt)e ", a= <_§) b= (22> ’

con exponente @ = —1. Como o = —1 = ),, hay resonancia con el modo v, e *: la parte del
forzado alineada con v, obliga a subir dos grados el polinomio, apareciendo términos en ¢ y t2.

Solucién homogénea.

Particular por coeficientes indeterminados. Ante la resonancia ensayamos
Yp(t) = (P +P1t +pat?)e™.
Derivando y usando y;, = Ay, + b(t), tras cancelar e~! se agrupan potencias de t:

t?: —(A+1I)py =0,
th: 2p,—(A+1I)p, =b,
% py—(A+1D)py =a,

donde A+ 1 = (; Z) es singular (su nucleo es justo vy). Resolviendo la cadena de arriba abajo

se llega a una eleccién consistente

de modo que

t2+t+1
t) = -t
Y»() (—t2—t+1> ‘

(El aviso tipico: no basta con (a + bt)e~* como ensayo; al resonar hay que incluir el grado ¢, y el
coeficiente p, vive en la direccién v,.)

1
Imposicién de la condicién inicial. Cony =y, + Yo V¥ yp(U) = ( )7

1
1 1 1 ¢, tcy+ 1 1
O — = = .
o=al)re () ()= (750) -G
Estodaci+cy=0yc; —cy =2,esdecir c; =1, ¢y =—1.
Ensamblado. Sumando y; y y, con ¢; =1, ¢; = —1 y agrupando los términos en et

yp=el—et+ (2 +t+ et =e3+ (2 +t)e

11



yp =3ttt (—t2 —t+ et =e3t + (=12 —t +2)e "

B e+ (12 +t)et
ylt) = (e3t +2—-t— t2) et>

La subida hasta t?e~* es el sello de la resonancia entre el forzado y el autovalor A = —1; el modo
e3! domina el crecimiento a largo plazo. Como método alternativo, la variacién de pardmetros con
la matriz fundamental ®(¢) conduce al mismo resultado.

Solucidén.

Ejercicio 11

Enunciado. Resuelve el problema de valores iniciales y’ = Ay + b(t), con

-8 3 4 1 1
. (10 : 4) b= (2) vy ( : ) |
—-11 3 7 1 —1

Polinomio caracteristico. Con tr A = 4, la suma de menores principales 2 x 2 igual a 1 y
det A = —6,
pA) =X — AN+ X +6=(A+1)(A—2)(A—3),

de modo que los autovalores son \; = —1, A\, = 2, \; = 3, reales y distintos (matriz diagonalizable).

Autovectores. Resolviendo (A — \,I)v =0 en cada caso,

1 1 1
1 1 2
Solucién homogénea.
1 1 1
vat)=cie [ 1| +epe? | 2| +cge3t | 1].
1 1 2

Solucién particular (coeficientes indeterminados). El exponente o« = 1 del forzado no es
autovalor, luego no hay resonancia y ensayamos y, = ve' con (I — A)v = (1,—2,1)":

9 -3 —4 1 5
10 4 4|v=|-2] = v=(528,5)T, y,(t) = [ 8]¢€"
11 -3 —6 1 5

Imposicién de la condicién inicial. De y(0) = c;v; + covy + c3v3 + (5,8,5)T = (1,2,—1)7
resulta el sistema

01+CQ+C3:—4
Cl+C2+203:_6

12



Solucién.

5et — 2e2t — 2¢3t
y(t) = | 8¢t — 4e?! — 2¢3¢

Het — 2e?t — 4¢3t

Como ¢; = 0, el modo estable e™* no interviene: la condicién inicial elegida excita inicamente los
modos crecientes €' y €3, ademés de la respuesta forzada e.

13



	Sistemas de EDOs lineales — Soluciones
	Ejercicio 1
	Ejercicio 2
	Ejercicio 3
	Ejercicio 4
	Ejercicio 5
	Ejercicio 6
	Ejercicio 7
	Ejercicio 8
	Ejercicio 9
	Ejercicio 10
	Ejercicio 11


