Ecuaciones en derivadas parciales — Soluciones

Ejercicio 1

Enunciado. Una cuerda de longitud 3 con extremos fijos vibra segiin la ecuacién de ondas
0%u 0%u

=9

w @, 0<2E<3,t>0,

con las condiciones de contorno u(0,t) = u(3,t) = 0 y los datos iniciales

u(z,0) = 4sen(7r—3$> — sen(?), Z;L(m,()) = 2sen<4$).
Determina u(z,t).

Separaciéon de variables. Con u(x,t) = X(z)T'(t) y extremos fijos, los modos propios que
cumplen X (0) = X(3) =0 son

X, (x) :sen<?>, n=123,..
. . nm nm .y
y la parte temporal oscila con frecuencia w,, = ¢ T = 3- 3= nm. La solucién general es
> nwr
,t) = [A cos(nmt) + B, se t}se (—)
u(x,t) E , cos(nmt) L, sen(nmt)| sen 3

n=1

Ajuste del desplazamiento inicial. Como u(z,0) =} A, sen(nmx/3) y el dato ya es una com-
binaciéon de modos propios, se identifican los coeficientes por inspeccion, sin integrales de Fourier:

A, =4, Ay =—1, A, = 0 para el resto.

Ajuste de la velocidad inicial. Derivando, wu,(v,0) = > w,B,sen(n7z/3). El dato
2sen(4mz/3) es el modo n = 4, cuya frecuencia es w, = 4m:

2 1
wyBy =2 = B, = yrial B,, = 0 para el resto.

Solucién.

2 1 4
u(x,t) = 4 cos(mt) sen(?) — cos(27t) sen(%) + o sen(4nt) sen(%)

Al ser los datos combinaciones de modos propios, cada arménico evoluciona de forma independiente:
no hay mezcla de frecuencias y la vibracién es la superposicién de tres ondas estacionarias.



Ejercicio 2

Enunciado. Una cuerda de longitud 2 con extremos fijos parte del reposo y recibe un impulso de
velocidad constante sobre un tramo interior. El desplazamiento u(z,t) satisface

0%u 0%u

ﬁzgw, 0<x<2,t>0,

con u(0,t) = u(2,t) = 0, desplazamiento inicial nulo u(x,0) = 0 y velocidad inicial a trozos

1, 1<z<1,

ou
- 3370 = xr) =
5 (8 0) = 9(2) {07 en el resto de [0,2].

El perfil de g(x) es

Velocidad inicial ut(x, 0) = g(x)
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Determina u(z,t).

Separacién de variables. Con extremos fijos, los modos son sen(nmx/2) y las frecuencias w,, =

T g nmw 3nm

7 5 =5 La solucién general es

i [A cos(w,t) + B, sen(w,, t)] sen(?).

n=1

Desplazamiento inicial nulo. De u(z,0) =} A, sen(nmx/2) = 0 se obtiene A, = 0 para todo
n. Solo sobreviven los términos en sen(w,,t).

Velocidad inicial: coeficientes del pulso. Derivando, u,(z,0) = ) w, B, sen(nmz/2) = g(z).
Los coeficientes son los de la serie de senos de g en [0, 2]:



Integrando sobre el tnico tramo no nulo,

1
[ [ eon(F = s o) - ()

Despeje de B,,. Dividiendo por w,, = =5=:

B = o eos(F) —os(F)] = gz oo () —eos( )]

Solucién.

unt) = Y- g [cos (M) = cos(57 ) sen (257 ) sen ("3

El decaimiento ~ 1/n? de los coeficientes refleja que la velocidad inicial es discontinua (un pulso):
la serie converge, pero mas despacio que si el dato fuese suave.

Ejercicio 3
Enunciado. Una cuerda de longitud L con extremos fijos, gobernada por

0% 9 0%u

ﬁ:c @, 0<$<L,t>0,

y con u(0,t) = u(L,t) = 0, parte del segundo modo propio y recibe un impulso constante en el
tercio central:

2mx ou {an % <z < %7
L

u(z,0) =sen| — |, —(z,0) =g(x) =
(2,0) ( ) @t< ) =9(@) 0, en el resto de [0, L].

El perfil de la velocidad inicial es:



Velocidad inicial ut(x, 0) = g(x) (pulso en (L/3, 2L/3))

Vg

g(x)

0 L/3 L/2 2L/3 L

Determina u(z,t) (deja L, ¢ y v, como pardmetros).

Separaciéon de variables. Con extremos fijos, los modos son sen(nmx/L) y las frecuencias w
cnm

. La solucién general es

io: [A cos(w,t) + B,, sen(w,, t)] sen(mltx)

n=1

Desplazamiento inicial: un modo puro. Como u(z,0) = sen(27z/L) es exactamente el modo
n = 2, se identifica directamente

Ay =1, A,, = 0 para el resto,

. . 2cm
y su frecuencia asociada es wy = T
Velocidad inicial: coeficientes del pulso. De u,(z,0) = > w, B, sen(nwx/L) = g(x) se

obtienen los coeficientes de la serie de senos del pulso en [0, L]:
o 2L/3 — o o o
“nBn = L/L/3 vo sen (77 ) di = 2 cos(7) — cos(7) |

Simetria del pulso. El pulso es simétrico respecto de x = L/2, por lo que su serie de senos solo

. , . NP cnm
contiene armonicos impares: el corchete se anula para todo n par. Dividiendo por w,, =

L )
2vyL nm 2nm
B = cen?n? [COS(?> _COS<T>]'




Solucién.

[ee]

B 2cm 2rx 2vyL nm 2nm cnm nmwx
u(w,8) = cos( T~ ¢ sen( =) + 3 2 | cos(() —eos(T57) | sen (7 ¢) sen ()

El primer término es la vibracién limpia del segundo modo, que perdura sin mezclarse; la serie
recoge la respuesta al impulso, con coeficientes ~ 1/n? y solo arménicos impares por la simetria
del pulso.

Ejercicio 5

Enunciado. Una barra eldstica de longitud 2 tiene ambos extremos libres. El desplazamiento
longitudinal u(z,t) obedece la ecuacién de ondas

9%u 9%u
— =4 — 0< 2, t>0
ot2? 0z?’ <8 >

con condiciones de contorno de Neumann (extremos libres de tensién)

ou ou
—_— pry 72 =
0)=0,  Sh20)=0,

y condiciones iniciales

u(z,0) =0, ?Z(x, 0) =z(2 —z).

Determina u(z,t) por separacién de variables.

Separacién de variables. Se busca u(x,t) = X(z)T(t). Sustituyendo en la ecuacién y dividiendo
por 4 XT,

T// X//

— ==\

4T X
El problema espacial es X” + AX =0 con X’(0) = X'(2) = 0.

Problema de Sturm-Liouville (Neumann). Las condiciones de derivada nula en ambos ex-

. 2
tremos seleccionan cosenos. Para A = ("2—”) conn=0,1,2,...,

nnx )

X, (z)= COS(T

Aqui aparece explicitamente el modo n = 0 (autovalor Ay = 0), que es constante en x.

Parte temporal. Para n > 1, T, + 4\, T,, = 0 con frecuencia w,, = 2 - %F = nm, asi que

T, (t) = A, cos(nmt) + B,, sen(nmt).
Para n = 0 la ecuacién es 7] = 0, cuya solucién es afin: T;)(t) = Ay + By t. Este término lineal en
t es caracteristico de Neumann: la barra libre puede desplazarse en bloque.

Solucién general.

A B =
u(x,t) = 70 + 70 t+ Z {An cos(nmt) + B,, sen(mrt)] cos(%) :
n=1



Imposicién de u(z,0) = 0. Anula todos los cosenos de t, luego A,, = 0 para todo n > 0.

Imposicién de la velocidad inicial. Derivando respecto a t y evaluando en ¢t = 0,

ou By nwx )
ot

(x,0) = 5 + > B, nm COS(T =z(2—x).

n

2
Es el desarrollo en serie de cosenos de g(z) = 2(2 —z) en [0,2]. Sus coeficientes son a,, = / x(2—
0

x) cos(5%) d.

Calculo de los coeficientes. El término medio:

B, 1 [? 1 2 1 4 2
0:/ x(2—$)d$:f[x2—%3] =_.-=_
2 2 Jy 2 o 2 3 3
Para n > 1, integrando por partes dos veces,
2

8[(=1)" +1]
= 2x — 2 2V dy = ———————.

a, /O(x z*) cos( 5% dx 32

Por la simetria de z(2 — z) respecto a x = 1, los modos impares se anulan: a,, = 0 si n es impar.
Para n = 2m par,

16 4
a = — = — .
2m (2m)2m2 m2m?
De B, nm = a,, se obtiene, para n = 2m,
B %m _ 4 - 2
T 9mr T m2x2 2mm m3rd)
mientras que el término medio aporta % t= %t. Los cosenos de argumento me = mnx.
Solucién.
(2. 1) 2t 2 i sen(2mmt) cos(mmx)
u(z,t)=-t — —
’ 3 3 m?3

m=1

El término %t es el movimiento del centro de masas: con ambos extremos libres el impulso inicial no
estd confinado y la barra deriva uniformemente, mientras los modos vibratorios oscilan alrededor
de esa deriva.

Ejercicio 6

Enunciado. Un tubo de érgano de longitud 3 estd cerrado en x = 0 y abierto en x = 3. La
perturbacién actstica u(z,t) satisface
0%u 0%u

=9

w W’ O<ZU<3, t>0,

con un extremo fijo y otro libre,

w(0,8) =0,  —(3,¢)=0,



y con el tubo inicialmente en reposo al que se comunica un impulso uniforme,

u(z,0) =0, ?;:(x,O) = 6.

Halla u(x,t) por separacion de variables.

Separacién de variables. Con u(x,t) = X(x)T(t) y constante de separacién —A\,

T// X//
97T:X:—)\, X//+)\X:0

Las condiciones son mixtas: X (0) = 0 (extremo fijo) y X’(3) = 0 (extremo libre).

Problema de Sturm-Liouville (fijo-libre). Con A > 0, la condicién X(0) = 0 da X(x) =
sen(v/Ax). Imponiendo X’(3) = v/Acos(3v/\) = 0 se necesita

om—1
3\6:(”2)”, n=1,23,..

Solo sobreviven los arménicos impares. Los autovalores y autofunciones son

S = (2ng1)7r7 X (o) Sen((zn—61>m> |

Es la conocida serie de un tubo cerrado-abierto: solo frecuencias impares del arménico fundamental.

2n —1
Parte temporal. La frecuencia es w,, = 3\/\,, = (112)#, de modo que
2n — 1)mt 2n — 1)7t
T ()= A cos<<”2>”> LB, Sen(Wf) _

Solucién general.

u(z,t) = 3 [A, cos( 2512 4 B, son(2250st)] Sen(@n—GUmf) .

n=1

Imposicién de u(z,0) = 0. Todos los cosenos temporales se anulan: A, = 0.

Imposicién de la velocidad inicial. Derivando en ¢ y evaluando en t = 0,

ou - (2n— 1) (2n — 1)z
Em’()):ZBn 5 sen( 5 ) = 6.

n=1

Hay que desarrollar la constante 6 en la base {sen(1/A,, )}. La norma de cada autofuncién es

3
2n —1 3
/ sen? (WW) do =3,
o 6 2
y el numerador

/0 6sen<<2"_61>”> dx:6-<2n61>7r{1—cos(<2”21>”)} :<2n361>w7

7




(2n—1)m

5 ) = 0. El coeficiente del desarrollo es entonces

ya que cos(

, _36/(en—1)m) 24
n 3/2 - (2n—1)1
Calculo de B,,. De B, (2”;1)” — b,
2 24 48

Solucién.

El decaimiento 1/(2n — 1)? hace que domine el modo fundamental n = 1: el tubo cerrado-abierto
suena esencialmente en su tono base y en sus armoénicos impares, de acuerdo con la fisica de los
tubos de érgano tapados.

Ejercicio 7

Enunciado. Una cuerda flexible de longitud 6, con los extremos sujetos, se abandona desde el
reposo con una deformacién triangular asimétrica: parte del origen, sube hasta un pico de altura 4
situado en = = 2 y desciende hasta el otro extremo. El desplazamiento transversal u(z,t) satisface

02y d%u
— =4 —, 0<z<6, t>0,
o2 0a2 v

con las condiciones de contorno e iniciales

u(0,t) = u(6,t) =0, uy(x,0) =0, u(x,0) = f(z) =

Se pide:

7.1

Resolver el problema por separacién de variables (método de Bernoulli), obteniendo la serie de
Fourier de la solucion.

7.2

Resolver el mismo problema mediante la férmula de D’Alembert, usando la extensién impar
12-periddica del dato, y comprobar que ambas expresiones coinciden.



7.3

Describir el fenémeno de propagacién: velocidad de las ondas viajeras, papel de la reflexion en los
extremos fijos y periodicidad temporal. Los siguientes fotogramas de la solucién sirven de guia.

Onda triangular asimétrica: propagacién por D'Alembert (c = 2)

t=0 t=0.5 t=1
4
2/\ /\ 7/\
Elh 1 1
3
24
a4
t=1.5 t=25 t=3
4
2 4
% 0 — | ]
Z \//
2 ] ]
a4 ] ]

Planteamiento y velocidad de propagacién. La ecuacién u,, = c*u,, tiene aqui c? = 4, es
decir ¢ = 2: las perturbaciones viajan a velocidad 2 en cada sentido. El dato es continuo pero con
un vértice en x = 2, arranca del reposo (u,(z,0) = 0) y respeta las ligaduras f(0) = f(6) = 0,
compatibles con los extremos fijos.

Método de Bernoulli. Separacién. Con u(z,t) = X (x)T'(t) y extremos fijos, los modos propios
que se anulan en x = 0,6 son

2
Xn(x):sen@, A, = E) , n=1,23,..
6 6
” 2 nme nmw .y .
Para cada modo, T, + c“\,,T,, = 0 con c\/\,, = - — 3 La condicién u,(x,0) = 0 elimina los
t
senos temporales, de modo que T,,(t) = cos % y
— nt nwx
) => b — —.
u(x,t) ,; n €OS —2= sen—

Coeficientes: desarrollo del tridngulo pulsado. Imponiendo ¢ = 0 queda f(x) =} b, sen "g%,

luego

9 6 1 2 6
bn:ﬁ/o f(:r)senngxdm:?)[/o 2xsen7?dx+/2(6—$) Senngwdﬂf}-

Integrando por partes cada trozo (con [ zsenkx dx = Sen’”jﬁﬂ) los términos de frontera y los

cosenos evaluados en z = 2 se cancelan entre ambas piezas, y sobrevive solo la contribucién del



vértice. El resultado es la férmula estdndar de la cuerda pulsada de altura H con pico en x = a
sobre [0, L],

2HIL? nmwa
= sen
" m2n?2a(L —a) L’
quecon H=4,L=6,a=2da
b 36 nmw
= sen —
nog2n2 3

Como sen 2f = 0 cuando n es multiplo de 3, desaparece un modo de cada tres: el pico en

3
r=2= % cae en un nodo de esos armoénicos y no los excita. Para el resto, sen 5t = i@, con
signo +sin=1,2 (mod 6) y —sin=4,5 (mod 6). Asi
18V/3 En nmt nmwx
u(z,t) = — E — €OS —— sen ——, €, = +1,
s n 3 6
n>1
3in
cuyos primeros términos son
18V3
_ Tt o T 1 oog 20 oo 2me L dmt o odme 1 oo 5wt Smx o
u(zx,t) = 5| cos g sen + 7 Ccos =5= sen =g i COS =57 sen “g¥ — o= cos °5- sen 2gr A - |

La caida ~ n~2 de los coeficientes confirma que la serie converge uniformemente (el dato es con-
tinuo), sin fenémeno de Gibbs.

Método de D’Alembert. Ondas viajeras. Con velocidad inicial nula la soluciéon de la cuerda
infinita es u(z,t) = 3[F(z —ct)+ F(z +ct)]. Para incorporar los extremos fijos u(0,t) = u(6,t) =0
se toma como F' la extensién impar y 2L-peridédica (2L = 12) del dato:

F(—z) = —F(x), F(z+12) = F(x), F(z)= f(z) en [0, 6].

La imparidad garantiza F'(—ct) 4+ F(ct) = 0 en z = 0, y la periodicidad mas la imparidad hacen lo
propio en x = 6; ambos extremos permanecen quietos automéaticamente. Con ¢ = 2,

u(z,t) = 3 F(z —2t) + £ F(z + 2t)

1
2

Esto expresa el dato como suma de dos triangulos de media altura: uno que viaja hacia la
derecha y otro hacia la izquierda, ambos a velocidad 2. Al alcanzar un extremo, cada pulso se refleja
invertido (por la imparidad de F'), lo que reproduce el rebote en un apoyo fijo. Evaluando en ¢t =0
se recupera u(xz,0) = F(z) = f(z), y el desarrollo en serie de Fourier de §[F(z — 2t) + F(x + 2t)]
mediante las identidades sen A cos B devuelve término a término la serie de Bernoulli anterior:
ambos métodos coinciden.

10



Interpretaciéon del fenémeno. El semipulso derecho e izquierdo se separan del vértice inicial
y recorren la cuerda; la asimetria (pico en x = 2, mas cerca del extremo izquierdo) hace que las
pendientes de los dos flancos, +2 y —1, se conserven en los pulsos viajeros y produzcan un perfil
que se deforma de manera no simétrica al superponerse las reflexiones. El periodo temporal es

de modo que u(z,t+6) = u(z,t). En el semiperiodo t = 3 los dos pulsos, ya reflejados e invertidos,
se recombinan en la imagen especular negada del dato, u(z,3) = —f(6 —x) (minimo —4 en = = 4),
como muestran los fotogramas; en ¢ = 6 la cuerda regresa exactamente a su forma inicial. La

. ™ 7T . ;. .
frecuencia fundamental es w; = 7 =3 coherente con el primer armonico de la serie.

Ejercicio 8

Enunciado. Una cuerda de longitud 3, con los extremos fijos y en reposo, se somete a una fuerza
externa distribuida que oscila arménicamente en el tiempo. El desplazamiento transversal u(z,t)
satisface

0?u  _0%u

ﬁ—9@=<x—3)008(2t), 0<z<3, t>0,
con las condiciones de contorno u(0,¢t) = u(3,t) = 0 y las condiciones iniciales u(x,0) = 0,
0
8—1:(93, 0) = 0. Halla u(x,t).

Descomposiciéon en parte forzada mas parte homogénea. El término independiente es de
la forma g(z) cos(wt) con g(z) = z — 3 y w = 2. Buscamos una solucién particular que oscile a la
misma frecuencia,

uy(x,1) = () cos(2t),
y escribimos u = v + u,,, donde v resolvera el problema de ondas homogéneo asociado.

2 2
u
Ecuacién para ¢. Con u, = ¢(r)cos(2t) se tiene 8t2p = —4pcos(2t) y 8x2p = " cos(2t).

Sustituyendo en la ecuacién,
—4g0 — 990” cos(2t) = (x — 3) cos(2t) = 9§0” + 490 =3—x
( )

con p(0) = ¢(3) = 0 para que u, herede las condiciones de contorno.

Comprobacién de no resonancia. La ecuaciéon homogénea ¢” —|—%g0 = 0 tiene soluciones Cos(Q—x),

3
nme nmw-3

sen(%‘r). Las frecuencias propias de la cuerda son w,, = 7 = 3 =—nm Como w = 2 # nrw
para todo n (equivalentemente sen(% : 3) =sen 2 # 0), no hay resonancia y la particular existe.
3

Resolucién de la EDO. Una particular polinémica es ¢, = T:c La solucién general es

_ 3—x C 2z C 2z

o(x) = 1 TG cos( ) + Cysen(3E).
3 3 3cos2
De p(0) = 5 +C; = 0sale C; = —7; de p(3) = Cy cos 2+ Cysen2 = 0 sale Cy = Teend Por tanto
sen
3—x 3 5 3cos2 9
wla) = 44 cos(F) 4sen?2 n(%)-



Problema homogéneo para v. La funcién v = u— ¢(x) cos(2t) cumple v,, = 9v,,, con v(0,t) =

v(3,t) = 0 y condiciones iniciales

T

v(x,0) = u(z,0) — p(z) = —p(x), vy (2,0) = uy(x,0) + 2¢(z) sen0 = 0.

Por separacién de variables, con w,, = n,

3
Zb sen("2%) cos(nmt), b, = 3/0 (—¢(z)) sen(22%) d.

El céalculo de la integral da

b 6
" n (m2n2 — 4)
Solucién.
u(zx,t) = ) cos(2t) + nZ:l i 7r2n2 D sen("2%) cos(nt)
3—z 3 3cos?2

donde p(x) = — Zcos(2) 4+ sen(2%).

30( ) 4 4 < 3 ) 4sen 2 ( 3 )

El primer sumando es la respuesta forzada, que oscila a la frecuencia externa w = 2; los factores
= muestran la amplificacién de cada modo, finita porque ninguna frecuencia

m2n2 —4 w2 — w?

propia iguala a w.

Ejercicio 9

Enunciado. Una cuerda de longitud 2 con los extremos fijos cuelga en reposo bajo la accién de
una carga uniforme constante (su propio peso). El desplazamiento u(z,t) satisface

9%u 9%u

— =4 — — 2, t

52 927 6, O<z<2, t>0,
ou

con u(0,t) =u(2,7) =0, u(x,0) =0y —(2,0) = 0. Determina u(z,?).
0 2 0 0 0 BN 0 0. D i

Descomposicién v = v + 9(z). La fuente —6 es constante e independiente del tiempo, asi
que buscamos primero el estado estacionario ¥ (z) (el perfil de equilibrio) y escribimos u(z,t) =

v(x,t) + ().
Estado estacionario. Imponiendo v, = 0,

0=4" —6 = ¢ =3 = 1(z) = 222 + az +b.
Las condiciones ¢(0) =0y ¥(2) =0dan b =0y 3+ 2a = 0, es decir a = —5. Asi

W) = 0% — da =

[\V][eV)

=~

z(x —2),

una parabola que representa la flecha estatica de la cuerda bajo la carga.

Problema homogéneo para v. Restando, v = u — ¢ cumple v,, = 4v,,, con v(0,t) = v(2,t) =0

y

T

v(z,0) = u(z,0) —Y(z) = —p(z) = 3 2(2 — ), v,(z,0) = 0.



Con w,, = 7 - s nm, la separacion de variables da
> 2
v(z,t) = an sen(2%) cos(nt), b, = / 3 (2 — x) sen(2Z2) da.
n=1 0

Coeficientes. La integral de la parabola por el seno da

24
12(1— (=™ ———, n impar,
b, = ——5 35— =13 ™n?
mn
0, n par.

Solo sobreviven los arménicos impares.

Solucidén.

sen (5% cos(nt)

; < 24
et = e+ 3
n=1

n impar

La parabola %:c(a; — 2) es la posicién de equilibrio bajo el peso; la serie describe las oscilaciones
libres que, superpuestas, mantienen la cuerda inicialmente recta y en reposo.

Ejercicio 10
Enunciado. Una cuerda de longitud 2 con los extremos fijos, inicialmente en reposo, esta sometida

a una carga distribuida estacionaria que depende solo de la posicién. El desplazamiento u(z,t)
satisface

0%u  O%*u

— 2
w—wf3f]f, 0<$<2, t>0,

con u(0,t) = u(2,t) =0, u(xz,0) =0y %(m, 0) = 0. Halla u(x,1t).

Descomposicién u = v + ¢(z). El forzado 322 no depende del tiempo, asi que buscamos una
particular estacionaria ¢(x) que absorba la carga y escribimos u = v + ¢(z).

Particular polinémica. Imponiendo ¢, =0,

0=¢" +32°2 = ¢’ =322

4
Integrando dos veces, p(z) = —% + ax + b. Las condiciones ¢(0) =0y ¢(2) =0danb =0y

—4 + 2a = 0, es decir a = 2. Por tanto
4 z (8 —x3)

x
= —— 2 —
o(x) 1 + 2z 1

Problema homogéneo para v. La funcién v = u — ¢ cumple v, = v,,, con v(0,t) = v(2,t) =0

Yy
U(xv 0) = _@(x)v Ut<:C, 0) =0.
Aquic=1yL=2 egow, = "0 =" y

v(z,t) = an sen("Z%) cos(™5t), b, = /0 (—p(x)) sen(25%) d.
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Coeficientes. Integrando por partes el polinomio de cuarto grado contra el seno,

_ 9% [(—1)"(m*n? — 2) + 2]

b
N

n

Solucién.

u(x, t) = sen("Z%) cos("7)

x (8 — 23 > 96 [(—1)*(7%n? —2) + 2
6=2), SR 21+

El término ¢(z) es la deformacién estética que equilibra la carga 3x2; la serie son las vibraciones
libres que devuelven a cero la posicién y la velocidad iniciales.

Ejercicio 11

Enunciado. El desplazamiento u(x,t) de una cuerda de longitud 1 con los extremos fijos, en
reposo, sometida a una carga estacionaria de perfil cosenoidal, satisface

0? 0?
8—2—@7;+97T2COS(37T1'):0, 0<z<l1, t>0,
x

con u(0,t) = u(1,t) =0, u(xz,0) =0y (?;;(x, 0) = 0. Halla u(x,t).

Reescritura y descomposicion. Ordenando la ecuacion,

Ou  O%u 9

ﬁ = W + 97 COS(37T.1‘>.
El forzado 972 cos(3mz) no depende del tiempo, asf que buscamos una particular estacionaria ¢(z)
y escribimos u = v + ¢(x).

Particular trigonométrica. Imponiendo ¢,, = 0,

0=¢” +9n%cos(3mz) = ¢’ = —972 cos(3nx).

2

d

Como e cos(3mz) = —972 cos(3mx), una particular es cos(3mz); el coeficiente 97% estd elegido
x

justo para que cierre. La solucién general es p(x) = cos(3mzx) + ax +b. De p(0) =1+ b = 0 sale

b=—1;de p(1) =cos(37) +a—1=—2+a=0sale a = 2. Asi

o(z) = cos(3mx) + 2z — 1.

Problema homogéneo para v. La funcién v = v — ¢ cumple v,;, = v
y

con v(0,t) =v(1,t) =0

T

v(z,0) = —p(x), v,(2,0) = 0.

Con c=1, L =1 se tiene w,, =nm, y

v(z,t) = Z b,, sen(nmz) cos(nmt), b, = 2/0 (—¢(z)) sen(nrzx) dx.
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Coeficientes. El aporte del término lineal 22 — 1 se anula por simetria para todo n, y el de
cos(3mx) solo sobrevive para n par:

h — _ﬂn(n2—9)’ "t bat,

0, n impar.

(El caso n = 3 no plantea singularidad, pues es impar y su coeficiente es nulo.)

Solucién.
> 36
u(z,t) = cos(3mz) +2x — 1 — ; A2 =9) sen(nmz) cos(nmt)
n par

El término ¢(z) = cos(3mz) + 2z — 1 es la deflexion estética producida por la carga; la serie de
modos libres la compensa en ¢t = 0 para respetar el reposo inicial.

Ejercicio 12

Enunciado. Un medio elastico unidimensional con ambos extremos libres ocupa el intervalo 0 <
x < 7y vibra segin la ecuaciéon de ondas forzada

4 0%y 0%u

Froim ke 16 cos(4x) sen(2t), O<z<m t>0,
x

con condiciones de contorno de Neumann (extremos libres)

ou ou

—(0,t) =0 —(m,t) =0
8:U< ) ’ Ow(ﬁ’ ) ’
y partiendo del reposo
ou
0)=0 —(x,0) = 0.
u(‘r? ) ? 8t <x7 )

Determina u(z,t) y describe el comportamiento de la amplitud cuando ¢ crece.

Velocidad de propagacion y frecuencias naturales. Escribiendo la parte homogénea como

Uy = ium se identifica ¢? = i, es decir ¢ = % Con condiciones de Neumann en [0, 7] las funciones

propias son cos(nz), n = 0,1,2, ..., y cada modo cos(nx) oscila con frecuencia natural
w

= Ccn = sn.

N

n

El forzado excita un tinico modo. El término 16 cos(4x)sen(2t) es proporcional a la funcién
propia cos(4x), cuya frecuencia natural es w, = % -4 = 2. Como el resto de modos no aparecen en
el dato ni en el forzado, y el sistema parte del reposo, la respuesta es puramente el modo n = 4.
Se propone

u(z,t) =T(t) cos(4x).
Reduccién a una ecuacién temporal. Sustituyendo, 4u, — u,, = (47" + 16T) cos(4x), e
igualando con 16 cos(4x) sen(2t),

X

AT” + 16T = 16sen(2t) = T" +4T = 4sen(2t).
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Resonancia. La frecuencia natural del oscilador temporal es V4 = 2, exactamente la frecuencia
del forzado sen(2t): se trata de resonancia pura. La solucién particular no puede ser del tipo
asen(2t) + bcos(2t) (esa forma resuelve la homogénea), sino que incorpora un factor secular. Para

F
T” + w§T = Fsen(wyt) la particular resonante es T, = “oen tcos(wyt); con wy =2y F =4,
T, = —tcos(2t).

Solucién general e imposicién de los datos. La solucién completa de la ODE es
T(t) = C, cos(2t) + Cy sen(2t) — t cos(2t).

De T'(0) = 0 se obtiene C; = 0. Derivando, T"(t) = 2C, cos(2t) — cos(2t) + 2tsen(2t), y T7(0) =
20, —1=0daC, = % Por tanto

T(t) = 4 sen(2t) — t cos(2t).

Solucidén.

2

u(x,t) = (l sen 2t — t cos 275) cos 4z

La amplitud del modo excitado crece sin cota: la envolvente del término ¢ cos(2t) aumenta lineal-
mente con el tiempo. Fisicamente el forzado inyecta energia en fase con la oscilacién natural del
modo cos(4x), y al coincidir la frecuencia forzante con w, = 2 el medio acumula energia indefinida-
mente. En un sistema real este crecimiento se ve limitado por el amortiguamiento o por efectos no
lineales que aqui se han despreciado.

Ejercicio 13

Enunciado. Una barra de longitud L = 3 y difusividad térmica x2 = 1,05 tiene sus dos extremos
mantenidos a 0 grados. Su temperatura inicial es uniforme e igual a 20 grados. Determina la
temperatura u(zx,t) resolviendo

ou 0%u
— =1,05 — 0 3,t>0
Ot 0z’ <T<o b0

u(0,t) = u(3,t) =0, u(z,0) = 20.
Separacién de variables. Las condiciones de contorno son homogéneas (u = 0 en ambos ex-

tremos), asi que buscamos soluciones producto u(z,t) = X (x)7T'(t). Sustituyendo en la ecuacién y
dividiendo por k2XT,

T/ X//
—_—— = —)\
k2T X ’

con \ constante de separacion (el signo negativo se anticipa para que la solucién no crezca en el
tiempo). El problema se desacopla en

X" 4+AX =0, T +#r\T =0.
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Problema de contorno en X. Las condiciones u(0,t) = u(3,¢) = 0 obligan a X(0) = X(3) = 0.
Este problema de Sturm-Liouville tiene autovalores y autofunciones

2
A, = (%r) , X, (z)= sen%, n=123,..

Parte temporal. Con ese ),, la ecuacién 77 + k?X\,T = 0 tiene por solucién la exponencial
decreciente T, (t) = e 03 (7/3)°t  Por superposicion,

u(z,t) = an Sen% =105 (n7/3)*t,
n=1

Ajuste del dato inicial. En ¢t = 0 se debe cumplir u(z,0) = 20, de modo que los b,, son los
coeficientes del desarrollo en senos de la constante 20 en [0, 3]:

3
40 40
b, = / 20 sen? de = —(1—cosnm) = —(1—(=1)").
0

nm nm

Este factor vale 0 para n par y — para n impar. Escribiendo n = 2k — 1 para recorrer solo los
nw

. 80

lmpares, b2k71 == m

Solucidén.

80 1 (2k —1)mx  _; g5((2k=um)?
U(xat):?;wﬂ_lsen 3 e 1055 )t

El estado estacionario es u = 0: la barra se enfria hacia sus extremos. El primer modo (k = 1)
domina el decaimiento, y los modos altos, con exponente proporcional a (2k—1)2, se apagan mucho
mas deprisa, de modo que el perfil se suaviza rapidamente hacia una semionda seno.

Ejercicio 14

Enunciado. La misma barra (L = 3, k? = 1,5), pero ahora con el extremo izquierdo mantenido a
20 grados y el derecho a 80 grados, partiendo de temperatura inicial uniforme 10:

ou 9%u

Y 81‘2’

ot u(0,t) = 20, u(3,t) =80,  u(z,0) =10,

Descomposicion estacionario 4 transitorio. Las condiciones de contorno ya no son ho-
mogéneas, asi que no podemos separar variables directamente. Buscamos primero el estado esta-

cionario u,(z), el que ya no depende del tiempo: haciendo du/dt = 0 queda u? = 0, es decir un
perfil lineal u (x) = Az + B. Imponiendo u4(0) = 20 y u,(3) = 80 se obtiene B = 20, A = 20:

ug(x) =20 + 20z.

Escribimos entonces u(z,t) = ug(x) + v(x,t). Al restar, la parte transitoria v hereda la misma
ecuacion del calor pero con condiciones de contorno ya homogéneas:
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ov 9%v

= i = = =10— (2 2 = —10 — 20zx.
T ) 502’ v(0,t) = v(3,t) =0, v(x,0) = 10 — (20 + 20x) 0—20x

Resolucion del transitorio. Es el problema homogéneo del ejercicio anterior con otro dato inicial.

Los autovalores y autofunciones son los mismos, sen 5%, y

v(z,t) = an sen% e~ L8 (nm/3)%t,
n=1

Coeficientes. Desarrollamos v(z,0) = —10 — 20z en senos sobre [0, 3]:
2 [? nwT
b, = 3/0 (—10 — 20z) sen—— dz.
La parte constante —10 aporta —% (1—(—1)"); la parte lineal —20z, integrando por partes, aporta

%?(—1)". Sumando ambas contribuciones,

20 (7(—=1)" — 1)

o nw
Solucion.
20 (7(—-1)" —1) nmx N
t) =20+ 20x + —1,5 (nm/3)%t
u(x,t) x nEZI — sen—— ¢

Cuando t — oo todas las exponenciales se anulan y u — ug(xz) = 20 + 20z: la barra se establece
en el perfil lineal de temperaturas impuesto por los extremos. El transitorio v es la correccién que
borra el desajuste inicial entre el dato 10 y ese perfil lineal.

Ejercicio 15

Enunciado. Resuelve la ecuacién del calor con difusividad k2 = 0,9 en [0, 2], extremos mantenidos

a 0 y perfil inicial 5sen 3%:

ou 0%u 3rx
Tl 0,9 a2’ u(0,t) = u(2,t) =0, u(z,0) = Hsen 5

.2 . , . nmx
Separacién de variables. Con extremos homogéneos en [0, 2], las autofunciones son sen 5 con

nm
autovalores A\, = ( —

2
5 ) , v la solucién general es

oo
ulz,t) = Z by, sen? e~ 0,9 (nm/2)%t,
n=1

3mx
Ajuste del dato inicial. El dato ya es una autofunciéon pura: wu(z,0) = Hsen ——, que es

exactamente el modo n = 3. Por ortogonalidad de los senos, al desarrollar en la base {sen “7*}
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solo sobrevive el término n = 3 con coeficiente by = 5; todos los demés b,, son nulos. No hace falta
integrar: basta identificar coeficientes.

Solucién.

3 us 2
u(z,t) =5 seniT ¢09(%F) "t

Al ser un tnico modo, el perfil conserva exactamente su forma senoidal (tres semiondas) y solo
decae en amplitud, con constante de tiempo 1/[0,9(37/2)?]. El estado estacionario es u = 0.

Ejercicio 16

Enunciado. El mismo problema en [0, 2] con difusividad unidad, pero con extremos a 30 y 10
grados y perfil inicial 2 sen(7x):

ou B 9%u

5" a2 u(0,t) = 30, u(2,t) = 10, u(z,0) = 2sen(mx).

Estado estacionario. Como las condiciones de contorno son no homogéneas, separamos u =
ug(x) + v(x,t). El estacionario cumple w7 = 0 con uy(0) = 30, u,(2) = 10, de donde

ug(x) =30 — 10x.

Problema transitorio. La parte v satisface la ecuacion del calor con extremos ya homogéneos y
dato inicial corregido:

v(0,t) = v(2,t) =0, v(x,0) = 2sen(rz) — (30 — 10x),

v(z,t) = an Sen% e~ (nm/2)%t,
n=1

N DO

2
Coeficientes. Desarrollamos v(z,0) en senos sobre [0, 2], con b,, = / v(z,0) sen ? dz. Con-
0
viene separar las dos partes del dato:

2mx
o El término 2sen(mwz) = QSGD% es ya la autofunciéon n = 2: aporta 2 al coeficiente b, y

nada al resto.
o La parte lineal —(30 — 10z) se integra por partes y da, para cada n,

~2 - (1),

nm

20
Reuniendo ambas contribuciones, para el modo n = 2 resulta b, = 2 — —, y para los restantes
T

n#2
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Solucién.

@ 3 — (_1)7’7, Sen’me ef(nﬂ/2)2t
n 2

20
u(z,t) =30 — 10z + <2 — —) sen(mx) e ™t —
m

T n#2

Para t — oo toda la serie se apaga y queda u — u,(z) = 30 — 10z, el perfil lineal entre 30 y 10
grados. El decaimiento es de nuevo modo a modo, dominado por los armoénicos bajos; el modo
n = 2 combina el aporte del dato senoidal con la correccion del perfil lineal.

Ejercicio 17

Enunciado. Una varilla de longitud 3 tiene sus extremos mantenidos a temperatura nula y evolu-
ciona segun la ecuaciéon del calor

ou 0%u

— =2— 0 3, t>0
It 92 <x <o, 1>0,

con condiciones de contorno u(0,t) = 0, u(3,t) = 0 y distribucién inicial de temperatura
u(z,0) =z (3 —x).

Halla u(x,t) mediante separacién de variables.

Separaciéon de variables. Buscamos soluciones producto u(z,t) = X(x)T(t) que anulen los
extremos. Al sustituir en la ecuacién y dividir por 2 X T se obtiene

T/ X//
_— = — = —)\
2T X ’
constante de separaciéon. El problema espacial X” + AX = 0 con X (0) = X(3) = 0 es un problema
de Sturm-Liouville cuyos autovalores y autofunciones son

2
A, = (%) , X, (x) = sen%, n=123,..

Parte temporal. Para cada n, la ecuacién 7' = —2\ T da T, (t) = e 2™/ 3t Superponiendo
modos,
DL —2(7)"

o
u(x,t) = an sen—— ¢
n=1

Coeficientes: serie de senos de la parabola. Imponiendo u(z,0) = (3 — x) se identifican los
b,, con los coeficientes del desarrollo en senos en [0, 3]:

2

3
b, = 3/0 z(3—x) sen% dz.

Integrando por partes dos veces (el término z(3 — z) es un polinomio de grado dos, por lo que
aparecen tanto la primera como la segunda primitiva) se llega a

432 36
b, = 5.3 (1—(=1)") = 5.3 (1 —cosnm).
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Como 1 — (—1)™ vale 2 para n impar y 0 para n par, solo sobreviven los arménicos impares:

72 .
n= 53 (n impar), b, =0 (n par).
Solucioén.
72 nwr 2
t) = sen—— Q(T) t
u(x,t) ngzl 5.3 Sen—g— e
n impar

. ;. . _9ox2 , ,
El primer arménico (n = 1) domina: su factor temporal e=27 t/9 decae méas lento que los demds,
de modo que para tiempos moderados el perfil se aproxima a una tnica semionda senoidal que se
aplana hacia el equilibrio nulo.

Ejercicio 18

Enunciado. Una varilla de longitud 2 tiene sus dos extremos térmicamente aislados (flujo de calor
nulo) y su temperatura obedece

ou 0%u
— =3, 0<x<2, t>0,
ot~ 0 v
.. ou ou L
con condiciones de Neumann 8—(0, t) =0, a—(2, t) = 0 y temperatura inicial
x x
u(x,0) =3 —x.

Determina u(z,t) y su valor limite cuando ¢ — oc.

Separacién de variables con extremos aislados. Con u(x,t) = X(x)T'(t) y X” + AX =0, las
condiciones de flujo nulo u,(0,t) = u,(2,t) = 0 se traducen en X’'(0) = X'(2) = 0. Este problema
de Neumann admite el autovalor nulo y los cosenos:

2
A =0, Xy=1; A, = (%) , X, () = cos?, n>1.

3

Superposicién. La parte temporal es T,,(t) = e 3*=! y el modo n = 0 es constante en el tiempo.

Por tanto

%:1/2(3—x)dx:1[3a:—””2] ~Leo9) =2
2 2 ) 2 7,72 '



La constante 3 no contribuye porque f02 cos(nmx/2)dr = 0. Queda, integrando por partes

2 4 "
Ji @ cos(nmz/2) dw = W«_l) —1):
4 n 4 n
ap = _n27r2 ((_1) - 1) - n2m2 (1 - (_1) )
Solo los indices impares sobreviven:
8 .
n= 33 (n impar), a, =0 (n par)
Solucién.
= 8 nmw )2
u(z,t) =2+ Z 3 COSTo— e 305
n?;pl)ar

Con extremos aislados no se pierde calor por la frontera, de modo que la energia total se conserva: la
temperatura media permanece igual a 2 en todo instante. Cuando ¢t — oo los cosenos se amortiguan
y u(z,t) — 2, la temperatura de equilibrio uniforme igual al promedio del dato inicial.

Ejercicio 19

Enunciado. Una barra de longitud 1 se calienta mediante una fuente interna que decae exponen-
cialmente con la posiciéon. Su temperatura satisface la ecuacién no homogénea
ou 0%u

— =2 49737, 0<z<l1,t>0,
ot “on2 T 7° v

con condiciones de contorno fijas

u(0,1) :—%, u(1,t) = —Le3,
y distribucién inicial

u(x,0) = 3 sen(4dnz) — 5 e 37

Halla wu(z,t) descomponiendola en una parte estacionaria y una parte transitoria, y describe el
comportamiento a largo plazo.

Estrategia u = ¢(x) + v(x,t). Como la fuente y las condiciones de contorno no dependen del
tiempo, buscamos primero un estado estacionario ¢(x) que absorba tanto el término no homogéneo
como los valores de frontera; la diferencia v = u — ¢ resolvera entonces un problema homogéneo
con contorno nulo.

Parte estacionaria: la particular que reproduce la fuente. Imponiendo 0,0 = 0 en la
ecuacion,
—3z _ __9,.-3
20" () +9e7* =0 = ¢"(z)=—5e"".
2

Integrando dos veces, y observando que Fre) 26*3”7 = 9¢73% una particular es —%6*3:‘“; la solucién
x
general afiade una recta:

p(z) =—3e3 4+ Ciz + C,.
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Las constantes se fijan con el contorno. Como
90(0):_%+C2:_%a 90(1>:_%673+Cl+02:_%€737

resulta C; =0y Cy, = 0. Por tanto la estacionaria es exactamente la exponencial que equilibra la
fuente:

Parte transitoria: problema homogéneo. Escribiendo v = u — ¢, y usando que ¢ satisface la
ecuacién estacionaria, se cancela la fuente:

ov 9%v

§:2W7 ’U(O,t):v(l,t):()

El dato inicial de v es lo que queda al restar la estacionaria:

v(z,0) = u(z,0) — p(z) = 3 sen(4rz) — 337 — (—1e737) = 3 sen(4rz).

Resolucién del transitorio. Los modos de Dirichlet en [0, 1] son sen(nmz) con factor temporal
e 2™t E] dato 3sen(4rz) es directamente el modo n = 4, sin necesidad de calcular una serie
completa: todos los demés coeficientes son nulos. Asi,

v(z,t) = 3 sen(4nz) e—2(4m)?t _ g sen(4mx) o327t

Solucién.

u(z,t) = —5 e 3% + 3 sen(47z) e 32t

El término oscilante se amortigua con enorme rapidez, pues 3272 ~ 315: el modo n = 4 tiene
nimero de onda alto y por tanto se difunde de inmediato. Lo que perdura es el perfil estacionario
—56*3"7, tinico equilibrio compatible con la fuente 9e73* y con el contorno impuesto; el signo
negativo indica que, en ausencia de otro aporte, la fuente exponencial y las condiciones de frontera
sostienen una distribuciéon de temperaturas por debajo del cero de referencia, més fria hacia x =0

y tendiendo a —ie 3 en z = 1.

2

Ejercicio 20

Enunciado. Una varilla de longitud 2 con los extremos a temperatura nula se calienta uniforme-
mente por una fuente constante. Su temperatura cumple

ou 9%u

— =2— 2, t
N 8$2+6, O<ax<2, t>0,

con u(0,t) =0, u(2,t) = 0 y temperatura inicial nula u(z,0) = 0. Halla u(z,t) y la distribucién de
temperaturas de equilibrio.

Descomposicion u = ¢(z) + v(x,t). La fuente +6 es constante, asi que buscamos un estado
estacionario ¢(z) que la absorba y una parte transitoria v con contorno nulo.

Estado estacionario parabdlico. Con 0,p = 0,

20"(x)+6=0 = ¢"(x)=-3,
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de donde ¢(z) = —222 + Cyz + C,. Imponiendo ¢(0) = 0y ¢(2) = 0 se obtiene C, = 0 y
—6+2C; =0, es decir (| = 3:

p(r) =—322+ 32 =322 —2).

Es una pardbola simétrica respecto de x = 1, con temperatura maxima ¢(1) = % en el centro.

Parte transitoria. Al restar, v = u — ¢ satisface la ecuacién homogénea

ov 9%v

g = 922 v(0,t) = v(2,t) = 0,

con dato inicial
v(z,0) = u(z,0) — p(z) = -3 2(2 — 2).

Serie de senos del dato transitorio. Desarrollamos v(z,0) en la base sen(nmz/2) de [0, 2]:

2 [° 3 [°
b, = 2/0 (—%:L’(2 — x)) senn—gx dr = —2/0 x(2—1) Senn2ﬂ dz.
. [ 2 16
La integral de la pardbola vale fo z(2 — x)sen(nmz/2) dv = —— (1 — (—1)"), que anulada para n
n3mw
par da
3 16 48 .
b, = 5 33 (1—(=1)™) = — 33 (n impar), b, =0 (n par).
2 n2n2
Cada modo lleva su factor e 2("™/2)°t = =51,
Solucién.
u(z,t) =322 —1x)— i 8 sen L o-mgt
2 = nir3 2
n impar

Partiendo de temperatura nula, el calentamiento uniforme eleva la barra hasta el perfil parabdlico

de equilibrio p(z) = %x(Z — z); la serie de senos, toda ella con exponentes negativos, describe el

transitorio de subida y se desvanece cuando t — oo.

Ejercicio 28

Enunciado. Una cuerda de longitud unidad, con los extremos fijos, se somete a un forzado
espacialmente cuadratico que oscila en el tiempo:

Pu_ o

52— g = @ —@)sen(3t),  0<wz<1, £>0,

con condiciones de contorno de Dirichlet
u(0,t) =0, u(1,t) = 0.

Halla la oscilacion forzada estacionaria de la forma wu(z,t) = f(z) sen(3t) compatible con los ex-
tremos fijos, y razona si el sistema entra en resonancia.
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Ansatz de respuesta forzada. Se busca la parte que oscila a la frecuencia del forzado, u(z,t) =
f(z)sen(3t). Entonces u,, = f”(z)sen(3t) y u,, = —9f(x)sen(3t), de modo que

Yuy, —uy = 9(f” + f)sen(3t).
Igualando con (22 — z) sen(3t) se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria para f:

[+ f=3%a?—ua), F(0)=0, f(1)=0.

Las condiciones de contorno de f son las de la cuerda, porque f(0) = f(1) = 0 garantiza u(0,t) =
u(l,t) = 0.

Solucién particular polinémica. Como el término independiente es un polinomio de grado dos,
se ensaya f, = ax? + bz + d. Entonces f{,’ +f, = ar? + bx + (d + 2a), que igualado a %xz — éx da

_ 1 _ 1 _ _ 2
G—g, b——g, d——2a——§,

es decir f, = § (z* —z —2).

Solucién homogénea y ajuste de contorno. La homogénea de f”+ f = 0 es C, cosx+C,sen z,
luego
f(z)=Cicosz+ Cysenz + § (22 —z — 2).

Imponiendo f(0) =0: C; —2 =0=C; = 2. Imponiendo f(1) = 0:
21—cosl
2 2 2 1
§C081+02S6n1—§:0 — C2Z§W:§tan§,
1— 1 1
donde se ha usado la identidad del &ngulo mitad ;ols = tan 3
sen

Solucién.

2 2 1
u(z,t) = g cosT+ §tan% senx + §(372 — 2 —2)|sen3t

Sobre la resonancia. La parte homogénea 9u,, = u,, tiene velocidad ¢ = 3 y, con extremos
fijos en [0, 1], frecuencias propias w,, = ¢nm = 3nm asociadas a los modos sen(nmz). La frecuencia
del forzado es w = 3, y como 3 # 3nrw para todo entero n > 1, no hay coincidencia con ninguna
frecuencia propia: el sistema no resuena. Esto se refleja en que la ODE de f tiene solucién acotada
y bien definida (no aparece ningtn factor secular), de modo que la oscilacién forzada permanece
finita en el tiempo.

Ejercicio 29

Enunciado. La propagacion de una sefial en una linea con pérdidas se modela mediante la ecuacién
del telegrafista (onda amortiguada)

%u  O%u ou
g2 0 0% 0<ax<2 t>0,
022 o o U T

con los extremos conectados a tierra

u(0,t) =0, u(2,t) =0,
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y estado inicial

u(z,0) = 5sen% — 2sen(mx), g:;(a:, 0) =0.

Determina u(z,t) y describe como decae la senal.

Separaciéon de variables. Se propone u(z,t) = X(z)T'(t). Sustituyendo en la ecuacién y dividi-
endo por XT,

4X// B T”+2T/+T
X T '

Cada miembro depende de una variable distinta, luego ambos igualan una constante. Escribiendo
X//
~ = Hse obtienen los problemas

X"+ uX =0, T +27" + (14 4p) T = 0.

Problema espacial. Con X(0) = X(2) = 0 los valores y funciones propios son

2
X, (z)= senw, Wy = (%) . , n=12,..

Problema temporal amortiguado. Para cada modo, 1 + 4y, = 1+ n?7?, y la ecuacién carac-
teristica es

P24+2r+(1+n21) =0 = r=—-14++1—(1+n272)=—1+nmi.
Las raices son complejas conjugadas con parte real —1, lo que da un decaimiento oscilatorio:

T, (t) = e t[A,, cos(nwt) + B, sen(nnt)].

n

Imposicién de los datos iniciales. El dato u(z,0) = 5sen %F —2sen(7x) contiene solo los modos

n=1yn=2,demodo que A; =5, Ay = —2 y el resto son nulos. De la condicién u,(x,0) = 0,
A
usando 7, (0) = —A,, + nnB,, =0, se despeja B,, = —:
nm
5 —2 1
B1 = BQ = 5. ==
m 2m 7r
Solucién.

) 1
u(z,t) =e ! [(5 cos t + — sen 7rt> sen %a: + <—2 cos 27t — — sen 27rt> sen mc]
s T

La senal decae hacia el reposo con un factor comin e~*: la parte real de las raices vale —1 para
todos los modos, ya que solo depende del coeficiente de amortiguamiento g =1 y no del niimero de
onda. Por tanto todos los arménicos se atentian al mismo ritmo, mientras que los modos maés altos
oscilan mas deprisa (frecuencia n). El término 2u, actia como disipacién (friccién) y el término u
como fuerza recuperadora adicional; juntos hacen que la energia inicial se pierda y la linea vuelva
al estado nulo.
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Ejercicio 30

Enunciado. Una barra de longitud 7 pierde calor hacia el ambiente a un ritmo proporcional a su
temperatura (radiacién lineal). El problema es

ou 0%u

522@—'&, 0<x<7r,t>0,

con extremos a temperatura nula u(0,t) = wu(m,t) = 0 y perfil inicial u(x,0) = 4sen3z. Halla
u(z,t).

Cambio que absorbe la radiacién. El término —u sugiere escribir u(z,t) = e *v(z,t). Susti-
tuyendo, u, = e *(v, —v) y u,, = € ‘v,,, de modo que la ecuacién u, = 2u,, — u se reduce a la
ecuacion del calor estandar

T

ov 5 0%v

ot " 0¥

con las mismas condiciones de contorno homogéneas y v(x,0) = 4 sen 3z.

Separacién de variables. Con v = X (x)T(t) y extremos fijos en [0, 7], los modos propios son
X, (x) =sen(nz) y T, (t) = e 2"t luego

v(z,t) = Z B, e 2"’tsen(nz).

n=1

Ajuste del dato inicial. Como v(z,0) = 4sen 3z ya es un tinico modo propio (n = 3), la serie se
reduce a un término: B; =4 y el resto nulo. Por tanto

v(z,t) = 4e 29 sen 3z = 4e 8 sen 3u.

Deshacer el cambio. Multiplicando por e ¢,

u(z,t) = et -4e B sen3x = 4e ¥ sen 3z.

Solucién.

u(x,t) = 4e 9 sen 3x

La radiacién afiade un factor de decaimiento extra e *:

18, es decir, méas rapido que en el calor puro.

el modo se apaga a ritmo 19 en lugar de

Ejercicio 31
Enunciado. En un modelo de reaccién-difusién con generaciéon proporcional a la concentracién,

ou 0%u
gzw-ﬁ’)u, O<zx<m, t>0,

con u(0,t) = u(m,t) = 0 y estado inicial u(xz,0) = 2senz. Determina u(x,t) e indica si la concen-
tracién crece o decae.
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Cambio que separa reaccion y difusion. El término +3u es una tasa de crecimiento uniforme;

se elimina con u(z,t) = e3'v(x,t). Entonces u, = 3 (v, + 3v) y u,, = €*v,,, v la ecuacién

U, = U, + 3u queda como la ecuacién del calor

ov 0%

at — dx?’
con extremos nulos y v(z,0) = 2senz.

Solucién del calor por separacién de variables. En [0, 7] los modos son sen(nx) con factor
temporal e "t

v(z,t) = Z B, e "t sen(nz).

n=1

El dato v(x,0) = 2senz es el modo n =1, asi que B; = 2 y los demds son nulos:

v(z,t) =2e senuw.

Deshacer el cambio.
u(x,t) =e3 - 2e tsenx = 2e? sen .

Solucién.

u(z,t) =2e*senx

El exponente neto es k —n? = 3 —1 = 2 > 0: la reaccién vence a la difusién y la concentraciéon
crece exponencialmente. Si el modo inicial fuese mas alto (n > 2, con n? > 3) ganarfa la difusién
y decaeria.

Ejercicio 32

Enunciado. Considera la ecuacién de reaccién-difusion con absorcién

ou  0%u
BP0 w 0<a<1, t>0,
ot ~ ox2 " !
sometida a las condiciones de contorno no homogéneas u(0,t) = 2, u(1,t) = 0 y al dato inicial
inh(1 —
u(z,0) =2 sinh(1 — z) + 3sen(27z).

sinh 1
Halla la solucién u(x,t) y su régimen estacionario.

Descomposicion estacionario + transitorio. Como las condiciones de contorno son constantes,
busca u(x,t) = p(x)+w(x,t), donde ¢ es la solucién estacionaria (independiente de t) que absorbe
las condiciones de contorno y w es un transitorio con contorno homogéneo.

Estado estacionario. Imponiendo ¢, = 0 en la ecuacion:

¢"(x) —p(x) =0 = ¢(z) = Acoshx + Bsinhz.
No es lineal en z (a diferencia del calor sin reaccién): aparecen funciones hiperbdlicas. Con ¢(0) = 2
se obtiene A = 2; con (1) =0,

cosh1

2coshl+ Bsinhl =0 — B =-2— .
sinh 1
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Usando cosh 1sinh(—z) + ..., o directamente la identidad sinh(1 —z) = sinh 1 cosh z — cosh 1 sinh z,

el resultado se compacta en
(2) sinh(1 — )
x)=2——— =,
4 sinh 1
Transitorio. Al restar ¢, la funciéon w = u — ¢ cumple w, = w,, —w con w(0,t) = w(1,t) =0y
w(z,0) = u(z,0) — p(z) = 3sen(27mz).

El cambio w = e 'z lleva a la ecuacién del calor z, = z,, en [0, 1], cuyos modos son sen(nrz) con
factor e~ ("™*t. El dato 3sen(2mz) es el modo n = 2, luego z = 3e 4t sen(2nz) y

w(z,t) = 3e~ 47t gen(2mz).

Solucidén.

sinh(1 — z)

u(z,t) =2 sinh 1

+ 3¢ 147 sen (272

El transitorio se extingue exponencialmente y, cuando ¢ — oo, la barra tiende al perfil estacionario
o(z) = 2 sinh(1 — x)/sinh 1, curvado por la absorcion.

Ejercicio 33

Enunciado. Una barra tiene una difusividad que crece linealmente con el tiempo y ademas pierde

calor por radiacién:

ou 0%u

— =2t—=—u O<x<m t>0,

ot Ox? ’
con extremos u(0,t) = u(m,t) = 0 y perfil inicial u(x,0) = 4senx — 2sen 3z. Resuelve el problema
y comenta el efecto del coeficiente variable.

Separacién de variables con coeficiente variable. Escribe u(z,t) = X(2)T'(t). Sustituyendo
en la ecuacion,
XT'=2X"T-XT — z—kl :2tX—”
T X
El//miembro derecho depende de x salvo por el factor 2¢; separando con constante —\ mediante
XY = —)\, queda

’

T
X'4AX =0, o =-A20)-1

Parte espacial. Con X(0) = X(m) = 0 se obtiene el problema de Sturm-Liouville cldsico: auto-
valores \,, = n? y autofunciones X, (r) = sen(nz), n =1,2, ...

Parte temporal con difusividad no estacionaria. La clave del nivel es integrar el coeficiente
/

T
a(t) = 2t en el tiempo. De T —2\,t—1,
t
= _A”/ 2sds —t ==\, 12—t = T,(t) = ",
0

t . . s . . .
Aparece t? en el exponente porque fo a(s) ds = t?: la difusién no es estacionaria, sino que se acelera
con el tiempo.
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Superposicién y ajuste del dato. La soluciéon general es
s 242
u(z,t) = Z B, e ™ " tsen(nx).
n=1

El dato u(x,0) = 4senx — 2sen 3x selecciona sélo los modos n =1y n =3: B; =4, By = —2, el
resto nulos.

Solucién.

2 2
uw(z,t) =4de " tsenx —2e 9 “tsen 3z

: como la difusividad 2¢
t2

o L . . —n2¢2
El decaimiento no es exponencial simple sino gaussiano en ¢ (factor e ™ *"):
. . , . _ 02 _
crece, los modos altos se aniquilan mucho més deprisa. El modo n = 3 decae con e frente a e
del fundamental, de modo que a tiempos moderados sobrevive esencialmente el primer arménico.

El término comiin et es la radiacién uniforme.
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