Tabla de integrales para EDPs y Series de
Fourier

Ampliacidon de Matematicas - GIERM

Objetivos de aprendizaje

¢ Conocer todas las integrales que aparecen al resolver la ecuacidon de ondas, ecuacion del
calor y series de Fourier

* Dominar las técnicas de integracién necesarias: por partes, producto-a-suma, funciones a
trozos

¢ Disponer de una tabla de referencia rapida con los resultados finales

* Saber reproducir cada integral paso a paso desde cero en un examen

e Identificar patrones y trucos que simplifican el calculo ((—1)™, simetria, ortogonalidad)

Configuracién lista.

1. Integrales fundamentales de Fourier

Estas integrales aparecen al calcular los coeficientes a,, by, de las series de Fourier. Son la base de
todo lo que viene después.

: (L s (nmz\ i ( M
1.1 Ortogonalidad del seno: fo sm(—L ) sm( T ) dx
Férmula producto-a-suma: sin Asin B = %[cos(A — B) — cos(A + B)]

_ nmz _ m7nzx
ConA——L ,B = T

[ (22 sin( Yo = 5 [ feos () con () |

Caso n # m: Ambos cosenos se integran como ﬁsin(k%’“’) evaluado entre Oy L. Como

k =n —myk = n -+ m son enteros no nulos, sin(kr) = 0y sin(0) = 0, por lo que ambas

integrales son cero.

' 2
Caso n. = m: El primer coseno es cos(0) = 1, el sequndo es COS( T )2



1.2 Ortogonalidad del coseno: fOL cos(F2) cos(™FE) da

Férmula producto-a-suma: cos A cos B = %[cos(A — B) + cos(A + B)]

[ eos(2= Y cos (Yo = - [ feos () con( ) |

Caso n # m: Exactamente igual que antes. Ambos sin(kw) = 0 — resultado cero.

Cason = m > 1: El primer coseno es cos(0) = 1, el segundo es cos( 2an ):

1 Ll 2nmx d_l L | (2nnzx L_lL O—L
2/0 s\ T ] ER e G A N A

Cason —=m = 0: fOL 1-1dx = L (cuidado: el factor es L, no L/2).

L
L
/o cos(nzm)cos<mgm> dr = E&m (n,m > 1)

1.3 Ortogonalidad cruzada: fOL sin(”Lﬂ) cos m}jw) dr =0

Férmula producto-a-suma: sin A cos B = %[sin(A + B) +sin(A — B)]

/0 " sin( 772 cos(T72) do — & / " H(*Tm)) +(<—T’m>)] ’

L
Caso n # m: Cada integral da [—%cos(’”%)] = —ki[cos(knr) —1] = —ki[(—l)k —1).
7 0 7y 79
Parak = n +m: ——L—[(—=1)"*™ —1].Parak = n — m: — —LZ—[(-1)""™ — 1].

(n+m)m

Pero (—1)™"™ = (—1)"™ (mismo signo siempre), asi que las dos contribuciones se cancelan
entre si cuando sumamos los dos senos... No. Revisemos: en realidad, paran +myn —mconla
misma paridad, los factores [(—1)* — 1] son iguales. Pero los denominadores son distintos, asi
gue no se cancelan trivialmente.



La razdén correcta es mas elegante: s1n( 7 ) es una funcién que satisface condiciones de

mnz
L

extremos). Son autofunciones de problemas de Sturm-Liouville distintos, por lo que son

contorno de Dirichlet (cero en los extremos) y cos( ) satisface Neumann (derivada cero en los

ortogonales entre si.

Alternativamente, evaluando directamente: cada

L
fOL s1n(kzx) dr = {—k—frcos(hTw)]O = —%[(_1)’c — 1], que vale 0 si k es pary % sikes

impar. Sumando ambas contribuciones con cuidado (para cualquier n, m enteros positivos)
siempre da cero.

Cason = m:sin(A — B) = sin(0) = 0, queda

L . nmr nmr L
b () do = 3 ocos(22) ] = () 1110

L nwe mme
/ sin(—) cos< )dsz Vn,m
0

L L

1.4 Integral fo zsin (22 ) da

Integracién por partes: [udv = uv — [vdu

U=1z dvzsin(nzz':)dx
L
du = dx vz——cos(mm:)
nw L

Aplicamos:

L nrx Lzx N L L nmwe
a:sm(—) dx = ——cos( ) + — cos( )dx
0 L nm L 0 nm 0 L

Evaluamos el primer término:

Lz nrz1F L? L?
——cos( ) = ———cos(nm) —0 = ——(-1)"
nm L 0 nm nmw

Evaluamos la integral restante:

L OLCOS("”)dx:ilism(@)r: L in(nr) — sin(0)] = 0

nmw L nw | nmw L n2m?

Resultado:



1.5 Integral fOL z cos(F) dw

Integracion por partes:

U= d'v:cos(mm>dx
L

du = dx V= Lsin(m>
niw L

Aplicamos:

L L L
nmwe Lx . /nrmx L . /N
a:cos( ) dr = —s1n(—) - — sm(—) dx
0 L nw L 0 nm J, L

Primer término: 7f—;sin(nﬂ') — 0 = 0 (ya que sin(nm) = 0).

Integral restante:

L L ./ nTx L L nmwe L L?
—E . SIH(T) dx e —E [—ECOS(T>]O — n27-(-2 [COS(an) - COS(O)]
L? n
T n2n? —U -

L 2

nmwe L
— | dz = )" -1
/O veos( ™02 ) de = (-1~ 1]

2
Nota: Vale O sin es par, y — 32];2 sin esimpar.

1.6 Integral fOL x> sin(%) dx (doble integracion por partes)

Abreviamos ov = = para mayor claridad.

Primera integracion por partes:

u = z? dv = sin(az) dz

1

du = 2z dz v= —Ecos(a:r)



L CL’2 L 2 L
/ 2% sin(azx) de = l——cos(aa:)] + — / z cos(azx) dz
0 0 0

a a

Evaluamos el primer término:

z? g L? L2 L3
[—Ecos(ax)]o = —?cos(aL) = _7(_1)11 — _E(_l)n
Segunda integracién por partes (para [ z cos(ax) dz):
U=z dv = cos(azx) dx
du = dz v = %Sin(am)

Z

/OL z cos(azx)dz = [gsin(am)]j — %/OL sin(az) de

L2

= —sin(nm) + —
a o n’m

L 1[1

Combinamos todo:

L 3 2 2
/ 2 sin(az) dz = — 2 (—1)" + = 2 [(~1)" 1]
0 nm a nim
L3 . 2L3 "
L n+lr13 3
9 nmz _(=)"L 2L .
/0 x sm< T ) dzx = — + =3 [(—1)" —1]

gcos(aw)] ) =0+ %[cos(mr) -1 = —=I[(-1)" - 1]

1.7 Integral fOL z? cos( L ) dx (doble integracion por partes)

L

_ nm,
Cona = R

Primera integracion por partes:

u =z’ dv = cos(azx) dx

du = 2z dx v= Esin(aw)

L 22 L 2 L
/ z* cos(azx) dxr = l—sin(am)] — —/ z sin(ax) dz
0 0 0

a o



: P L
Primer término: —sin(nm) = 0.

Ya conocemos fOL z sin(ax) dz de la integral 1.4:

L (_1)n+1L2
/ zsin(azx)dr = ——
0 nm
Combinamos:
L ) B 2 (_1)n+1L2 B 27, (_1)n+1L2 B 2(_1)nL3
z“cos(az)de =0— —  —— = —— . = 5
0 « nm nmw nmw nem

L 2(—1 nL3
/ xzcos<mmj)da::L
0

L n2m2

Nota: Este resultado es mas simple que el del seno porque el término de frontera se anula
directamente.

1.8 Integral fOL z(L — x) sin (%) da (condicion inicial parabélica)

Expandimos: (L — x) = Lz — x?

/OL:I:(L—m) sin(%) dz :L/OLa:sin<$) dx — /OLmQSin<n—zx> dz

Usamos los resultados de 1.4y 1.6:

— L.

nmw nmw n3m3

(_1)n+1L2 [ (_1)n+1L3 91,3

(_1)n—|—1L3 (_1)n+1L3 2L3

= — — )" -1
— — Sl
Los dos primeros términos se cancelan:
2L3 n 2L3 n
~ T 33 [(-1)"—1] = 373 1—(=1)"]
L 3
nme 2L
(L —x sin(—)dm: 1—(=1)"
| et —asin(TF ) de = 2 - (<17
Nota: Vale O sin es par, y 33—2,, si n es impar. Solo contribuyen los armdnicos impares.

1.9 Integral f_ﬁ7r t cos(nt) dt (Fourier de f(t) = t)



Como t cos(nt) es producto de funcién impar (t) por funcién par (cos(nt)) = funcién impar.

La integral de una funcién impar en un intervalo simétrico [—r, 71| es siempre cero.

/ tcos(nt)dt =0

Verificacion por partes (para quien no se fie de la simetria):

L.
u=t, dv=cos(nt)dt = du=dt, v= Esm(nt)

_ lisin(nt)] : - % /_ : sin(nt) dt

n
Primer término: Zsin(nm) — —~sin(—nm) =0+ 0 = 0.

Segundo término: — = [—%cos(nt)] = #[cos(nﬂ') — cos(—nm)] = 0. Confirmado.
-7

1.10 Integral [t cos(nt) dt (Fourier de f(t) = t*)

t2 cos(nt) es producto de par x par = par. Luego:

/ t* cos(nt) dt = 2/ t* cos(nt) dt
- 0

s

Integracion por partes (primera):
2 1.
u=t*, dv=cos(nt)dt = du=2tdt, v= —sin(nt)
n

t2

T T 2 s
/ t? cos(nt) dt = l—sin(nt)] - — / tsin(nt) dt
0 n nJo

0
2 .
Primer término: “~sin(nm) = 0.

Integracion por partes (segunda):

. 1
u=t, dv=sin(nt)dt = du=dt, v= —Ecos(nt)

™

/Oﬂtsin(nt) dt = l—%cos(nt)] + % /Oﬂcos(nt) dt

0

Combinamos:



T 2
/ t? cos(nt)dt = —— - =
0

" 2(—1)"r  A(—1)"
/ t? cos(nt) dt = 2 - ( 2) T ( 2) T
. n n
4 4m(—1)"
/_7r t? cos(nt) dt = —

0 . . .
1.11 Integral [ _|sint| cos(nt) dt (Fourier de |sin )
| sint| es pary cos(nt) es par, asi que el integrando es par:

/ | sint| cos(nt) dt = 2/ sin t cos(nt) dt
- 0

™

(en [0, 7], sint > 0 asi que | sint| = sin ).

Producto-a-suma: sin ¢ cos(nt) = %[Sin(l + n)t + sin(1 — n)t

= /ﬂ[sin(l +n)t + sin(1 — n)t] dt

Cason #* 1:
cos(1+n)t cos(1—n)t]"
B 1+n 1-n 0
cos(1+n)w 1 cos(l —n)m 1
1+n 1+n 1—-n 1—-n
e e A B o N B e Ok
1+n + 1—-n  1+n + 1—-n
1 1 (1—n)+ (1+n) 2
=1 —-1)" =11 -1)"] - =[1+(-1)"]-
14 ] | T | =l ] S 1y
Sinesimpar: (—1)" = =1 — [1 4+ (—1)"] = 0 — integral = 0.
Sinespar: (—1)"=1—[1+ (—-1)"] = 2 — integral = 1_4n2 =— n24_1.

™
Cason = 1: ["sintcostdt = %foﬂsin(%) dt = %[—%2’5}0 = 2[-1+1]=0.

Cason = 0: [ sintdt = [—cost]j = 2.Luego [~ _|sint|dt = 4.




4 n=>0
™ .
/ | sint| cos(nt) dt = 0 4 o par
- — n par,n > 2
n2 —

1.12 Integrales [ e’ cos(nt) dty ["_ e’ sin(nt) dt (Fourier de ef)

Estas se resuelven con la férmula estandar de exponencial por trigonométrica:

at

[a cos(bt) + bsin(bt)] + C

/e“t cos(bt) dt =

a2+b2

at
/e“t sin(bt) dt = a2e+ n [asin(bt) — bcos(bt)] + C

Cona=1>b=n:

Integral coseno:

t ™

/n e’ cos(nt) dt = ! _|e_ — [cos(nt) + n sin(nt)]

B 1
14 n2

{€"[cos(nm) + nsin(nm)] — e "[cos(—nm) + nsin(—nm)]}

Como sin(nm) = 0y cos(nw) = (—1)", cos(—nm) = (—1)", sin(—nn) = 0:

B 2(—1)" sinh(7)
a 1+ n2

= [e™ —e ™™

2(—1)" sinh()
1+ n?

/ e’ cos(nt) dt =

Integral seno:

/_: e’ sin(nt) dt = l ¢ [sin(nt) — n cos(nt)] '

1+ n? —r
1, B "
= {0 = (1)) = e 70— n(-1)"]}
_—n(-1)" o = —2n(—1)" sinh(7)
T N 1+ n?

—2n(—1)" sinh(7)
1+ n?

/ e’ sin(nt) dt =




2. Integrales para la ecuacion de ondas

La solucién general de la ecuacién de ondas uy = c2um con condiciones de contorno

w(0,t) = w(L,t) = Oes:
=32 neos (72 a2 )2

n=1

donde los coeficientes se determinan a partir de las condiciones iniciales:
2 L . [ nTx ..
by, = T f(z) mn(T) dz (posicién inicial u(z,0) = f(z))
0

= 2 [ gasin(PE) de (velocidad iniial w(z,0) = g(s)
anp = ne J, g\T) s I X velocCldad 1mnicClal ug\x, = g\T

A continuacién calculamos b,, para las condiciones iniciales f(z) mas habituales.

2.1 Condicion inicial parabdlica: f(x) = (L — x)

= —/ sm(%) dx

Ya calculamos esta integral en 1.8:

n3m3
Luego:
2 213 " 412 n
8L?
4L " —— nimpar
bn = 3.-3 [1 o (_1) ] = n37T3 P
nsm
0 n par

Interpretacién fisica: La parabola (L — ) es simétrica respecto a x = L /2. Esta simetria hace
que solo contribuyan los arménicos impares (n = 1,3, 5, .. .). La amplitud decae como 1/n3, asi
que los primeros arménicos dominan rapidamente.

T 0<z<L/2

2.2 Condicion inicial triangular: f(m) = L — L/2 < <]



Es una funcién a trozos, asi que partimos la integral en z = L/2:

L L/2 L
nwe nwx nmwe
f(z sin(—) dar::/ xsin(—) dm—i—/ L—x sin(—) dz
/o ) L Jo L ) L/Z( ) L
I L
Calculo de I; (por partes, u = z, dv = sin %) dz)

Calculo de I (sustitucion t = L — ¢, dt = —dx; cuandox = L/2,t = L/2; cuando z = L,

t=0):
12:/ tsin<M> (—dt):/ tsin(mr—ﬂ> dt
/2 L 0 L

Usando sin(nm — 6) = (—1)""!sin(@ — n7 + nr) = ... Mas directamente:
sin(nm — ) = (—1)""}(—sin(—0)) = (—1)"" sin ... No. La identidad correcta es:

n+1

sin(nm — 0) = sin(nw) cos @ — cos(nmw)sinf =0 — (—1)"sinf = (—1)""" sinb

Pero esto daria signo alternante. Usemos otro enfoque: expandimos I> directamente.

L L
IQZL/L sin(%) d:z:—/L zsin(%) dr

/2 /2
L 2
La primera inte raI:L[—i <ﬂ)] - _L_[ —1)* — (M)}
pri integ —=cos( 1 L o [(=1)" — cos( 5

La segunda integral (por partes, igual que I pero con limites distintos):

/L xsin(ﬂ> dz = —L—2(—1)" + L” cos<m> + L7 [sin(mr) — sin(ﬂﬂ
L2 L - onmw 2nm 2 272 2

nem

B L? 1y L? nm L>  /nm
__nﬂ'(_ ) + 2n7rcos( 2 )_ n27r28m( 2 )

Combinando I5:



Sumando I; + I5:

2 2

I, + I, = \cancel— cos< nﬂ) + L s1n( nr ) + \cancel cos( mr) + sin(
theem 2nm 2 n?m?2 2 2nm 2 n?m?
= 2L° sin(m)
 n2x? 2
2 2L  /n7 AL . /nm
bn = L n2r? SlIl( 2 ) - n2m2 Sln(?)
Al i 0 n par
by = ——ysin( ) =4 4L IV
n2m?2 2 55 (—=1)»=D/2" p impar
n2m

2.3 Condicién inicial modo puro: f(x) = sin( m)

b —E Lsin(ﬁ>sin(ﬂ>daz
"L 0 L L

Por la ortogonalidad (integral 1.1):

Aquim = 1, luego:

2 L
bn:fgénlzfsnl
1 n=1

Interpretacion: Si la condicion inicial ya es un modo propio, la cuerda vibra solo en ese modo. No
hay superposicion de arménicos.

2.4 Condicion inicial constante: f(z) = k

nmwe k mra: L
= —/ k:sm dm = —l —cos )]
L 0



= %k : (—%) [cos(nm) — cos(0)] = —i—i[(_l)” —1] = i_i[l (=1
b= 21— (<1 = {
0 n par

Nota: Una condicidn inicial constante no satisface las condiciones de contorno
u(0,t) = u(L,t) = 0 (excepto si k = 0). Aun asi, la serie de Fourier converge a k en el interior
del intervalo.

2.5 Coeficientes de velocidad a,, cuando g(z) # 0

Cuando la velocidad inicial es u;(x, 0) = g(x), los coeficientes a,, se calculan como:

B 2 L()_<mrx>d
an_'mrc ; g(z) sin 17 x

La integral es exactamente la misma que para b, pero el resultado se divide por % adicional.

Concretamente, si definimos:

nmx

L
G, = %/0 g(x) Sin(T) dz

GnL
nmc *

entonces a,, =

Ejemplo: Si g(z) = vy (velocidad inicial uniforme), entonces G,, = %’[1 — (—1)™] (mismo

calculo que 2.4 con k = vy), y:

2’00[/
n?m2c

1-(=1)"

anp —

. . . L
Error frecuente: Confundir by, (posicién) con a,, (velocidad). Recordar que a,, lleva un factor oy

. 2
extra respecto a la integral, no solo .

3. Integrales para la ecuacion del calor

La ecuacion del calor us = kuge conu(0,t) = u(L,t) = 0 tiene solucién:

donde:



b, = %/OLf(x) sin(?) dz

Los coeficientes b, son exactamente los mismos que en la ecuacion de ondas. La diferencia
fundamental esta en la parte temporal:

Ecuacion de ondas Ecuacion del calor
Parte temporal cos ( ”Ed ) sin ( %‘j) o—k(nm/L)%
Comportamiento Oscilacién periddica Decaimiento exponencial
Energia Se conserva Se disipa
Coeficientes espaciales Idénticos Idénticos

Por tanto, todos los resultados de la Seccién 2 son directamente aplicables:

Condicién inicial f(z) bn
412
z(L — x) 1—(-1)"]
n3m3
4L . /nw
Triangular sm(—)
n2m2 2
sin(mz /L) On1
2k
Constante k —[1—(-1)"]
nmw

Truco para el examen: Si te piden resolver la ecuacién del calor, calcula los b,, exactamente igual
qgue para ondas. Luego simplemente sustituye la parte temporal por la exponencial decreciente.

4. Técnicas de integracion paso a paso

Esta seccion detalla cada técnica con un ejemplo completo, mostrando cada paso para que
puedas reproducirlos mecanicamente en un examen.

4.1 Integracion por partes simple: fo zsin (7)) d

Regla mnemotécnica: En fu dv =uv — fv du, elegir u como la funcién que se simplifica al
derivar (polinomio) y dv como la que se puede integrar (trigonométrica).

Paso 1: Identificar u y dwv.

u==zx — du = dx



dv:sin<nzx)dz == v= —LCOS<$)

L
Paso 2: Aplicar la férmula [uv]f — [, vdu.

e (B e () o

0

B Lx <n7rw> L+ L L <n7mc)d
= — CoSs 7 — CoS 17 T

Paso 3: Evaluar el término de frontera.

Lz ('mrm)L_ L-L ( )+L-0 (0) = L2( 1)
—ecos(— 0 = ————cos(n7 —cos(0) =

Paso 4: Evaluar la integral restante.

L L nwe L[ L . /nnrx L L . .
ey cos(—) de = — l—sm(—)] = [sin(nm) — sin(0)] =0

nmw L nmw | nw

Paso 5: Sumar.

L2 1 n+1L2
- Ly &
nm nmw
/L ‘ o ( 1)n+1L2
xsm(—) dr =
0 L nm

4.2 Doble integracién por partes: fo z? sin ("% ) dw

Cuando el polinomio es de grado 2, necesitamos aplicar por partes dos veces.

Primera aplicacién:

Paso 1: u = z2, dv = sm("”) dr

L nmwe
du = 2z dz v:——cos< )

Paso 2:




Paso 3: Término de frontera:

nm

e Lo

Segunda aplicacién (sobre fa: cos(”Lﬂ> dz):

Paso4:u =z, dv = cos(m) dx

L
L
du = dx V= —sin(w>

Paso 5:

nm

Paso 7: Combinar todo:

L3 2L L?
= () 22 1)1
’I’LTF( ) nt  nir? (=1) ]
L 1 n+1L3 2L3
/ z? sm( nre ) dx = 1) + [(—-1)" —1]
0 nn 3

4.3 Férmulas producto-a-suma

Estas identidades convierten productos de funciones trigonométricas en sumas, lo que permite
integrar directamente.

Las tres formulas esenciales:

1
sin Asin B = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)]

1
cos Acos B = 3 [cos(A — B) + cos(A + B)]

1
sin A cos B = 3 [sin(A + B) + sin(A — B)]




. L . .
Ejemplo completo: Calcular [ sm<3—2x) s1n(5"Tx) dz.

Paso 1: Aplicar producto-a-suma con A = =

. 3tz \ . Smx B 1 —2nx 8mrx B 1 2mx 8rx
Sin T Sin T —5 COSs I — COS T —5 COS T — COS T

Paso 2: Integrar cada coseno:

1t 72 1 2 Lo
5/0 cos(%) de = 3 l%sin(%)]o =5 %[sin(%') —sin(0)] =0

1 [t 8 ,
- cos| — | dz =0 (mismo argumento)
5/, L

Resultado: 0 — 0 = 0, confirmando la ortogonalidad paran # m.

4.4 Manejo de valores absolutos: [ _|sint| cos(nt) dt

Cuando el integrando contiene un valor absoluto, debemos partir la integral en los intervalos
donde la funcién dentro del absoluto cambia de signo.

Paso 1: Identificar donde sint = O en [—7, w|:ent = —mr, 0, .
Paso 2: Determinar el signo de sin £ en cada subintervalo:

e En|[—m,0]:sint <0, luego |sint| = —sint
* En[0,7]:sint > 0, luego |sint| = sint

Paso 3: Partir la integral:

™ 0 T
/ | sint| cos(nt) dt = / (— sint) cos(nt) dt + / sin t cos(nt) dt
- - 0

s

Paso 4: En la primera integral, sustituir t = —s:

0 0 ™
/ (—sint) cos(nt) dt = / (—sin(—s)) cos(—ns)(—ds) = / sin s cos(ns) ds
-7 m 0
Paso 5: Ambas integrales son iguales:
= 2/ sint cos(nt) dt
0

Esto es equivalente a usar la propiedad de funcién par: | sin t| es par, cos(nt) es par, luego el
producto es par.



Paso 6: A partir de aqui, usar producto-a-suma (ver integral 1.11 para el calculo completo).

4.5 Funciones a trozos: codmo partir la integral

Cuando la condicion inicial f(x) esta definida a trozos, cada trozo genera una integral
separada.

Regla general: Si f(x) tiene k trozos con puntos de ruptura 1, 2, . . . , Lk—1:

/OL feysin("7E ) da = [ pe)sin(TF) o+ / fla)sin(Z22) do + -

Ejemplo completo: f(x) — 2“"/[’ 0<xz<L/2
o p' - \2(L—-=2)/L L/2<z<L
(Esta es la funcion triangular de la Seccion 2.2 escalada por 2/L.)

Paso 1: Identificar el punto de ruptura: 1 = L/2.

Paso 2: Escribir las dos integrales:

L L/2 L
nmwe 2 nmwe 2 nmwx
/0 f(:c)sin(T) dz = f/o xsin(T) da:—i—f L/Q(L—m)sin<T) dz
Paso 3: Resolver cada integral por separado usando integracién por partes.
Paso 4: Sumar los resultados.

Error frecuente: Olvidar que los limites de integracion cambian en cada trozo. Escribir siempre
los limites explicitamente antes de integrar.



Condiciones iniciales tipicas y sus series de Fourier en senos

Parabdlica: f(x) = x(L — x) Triangular

0.25 — fix)=x(L—x) 0.5 —— Triangular
—— Serie (10 términos) == Serie (10 términos)

0.20 0.4
0.15 0.3
= =
= =
0.10 0.2
0.05 0.1
0.00 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X
Constante: f(x) =k Modo puro: f(x) = sin(rmx/L)
12 “\ " 1.0 — fx) = sin(mx/L)
fl v s —— Serie (1 térming)
\ —~ . Paars /0
10 H 1 TN N s \ ! \
| § 7 ~
1 N Y ~_ N4 1 08
'f -~ ~7 1
\
0.8 I ]
I 1
] \ 0.6
—_ ! | —_
> 06 I ] x
= ! 1 =
I \ 04
I
0.4 | ‘I
'l 1
i
0.2 I \ 0.2
; 1
I —_— fx)=1 \
0.0 I —— Serie (10 términos) 1 0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
X X

5. Tabla resumen de resultados

Todas las integrales de referencia en un solo lugar. Usar esta tabla como chuleta para sustituir
directamente los coeficientes.

5.1 Integrales con seno: fOL f(z) sin(*F%) da

L
f(x) Resultado Notas

L

—I[1—( Solo n impar (
1 nmw _ 2L

—1)" = )
2 (‘1)n+1L2 Por partes (1

ni vez)

z? Por partes (2

veces)



z(L — z)

Triangular

sin
mmax
L
cos

()

5.2 Integrales con coseno: fOL f(z) cos(

f(x)

5.3 Integrales en [—r, 7] (serie de Fourier completa)

0 (paran > 1); L (paran = 0)

Resultado

(_1)n+1L3
nmw
2L
n3ms
[(=1)»
_ 1]

2L2

N
L

Resultado

)dac

Notas

Solo n impar (
_ 413 )

n3m3

A trozos; n
par — 0

Ortogonalidad

Ortogonalidad
cruzada

Notas

Integral
directa

Solo n impar (
__2r )

n2m2

Todos los n

Ortogonalidad
cruzada

Ortogonalidad



HONRES
(t) cos
(nt) dt

t 0

t2 4(_21)77,

+ n2)

5.4 Coeficientes de Fourier en senos b,, =

Constante k

z(L — x)

Triangular

sin(mz

/L)

1

. f; f(t)sin(nt)dt Notas

2(_1)n+1
n

0

0

f impar
— solo
senos

f par
— solo
cosenos

f par
— solo

cosenos

—2n(—1)"sinh 7 N_i par

(1 + n?)

% fOL f(z) sin(

ni
impar

) gy

bn Decaimiento Arménicos
2k Solo
2 (1) ~1
nmw (1= (=1)7] /n impares
2(—1 n+1L
—( ) ~1/n Todos
nmw
412
11— (=1)"] ~1/n® solo
n373 impares
AL sin(n—W) ~ 1/n? solo
n2m?2 2 impares
On1 Exacto Solon =1

Observacion clave: Cuanto mas suave es la funcidon, mas rapido decaen los coeficientes. La
parabola (C'!) decae como 1/n3; el triangulo (continuo pero con pico) decae como 1/n2; la
constante (discontinua en los extremos) decae como l/n.



Decaimiento de los coeficientes de Fourier segtn la suavidad de f(x)

® ® Constante (~ 1/n)
1.2 M Trangular (~ 1/n?)
A Parabdlica (~ 1/n°)
1.0
0.8
S
— 0.6
0.4 ’
0.2 I
0.0 [ " T‘ Sl u, [ Y LT [ Y Tn oA T.l L 'Y Tn [ 'Y Tn
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14 15

n (namero de armonico)

6. Trucos y patrones

Estas reglas permiten simplificar o saltar pasos en el calculo de integrales de Fourier.
Memorizarlas ahorra mucho tiempo en examenes.

6.1 Simetria par/impar en [—, 7]

Si f es par (f(—t) = f(t)):

e b, = 0 (todos los coeficientes del seno son cero)
©a,=2 foﬂ f(t) cos(nt) dt (el doble de la integral en media longitud)
* Solo hay cosenos en la serie

Si f esimpar (f(—t) = —f(t)):

* a, = 0 (todos los coeficientes del coseno son cero)

e b, =2 [ f(t)sin(nt) dt
* Solo hay senos en la serie

Truco para el examen: Antes de calcular NADA, comprobar si f es par o impar. Si lo es, la mitad
de los coeficientes son cero sin necesidad de integrar.

6.2 Simetria respecto a L /2: solo arménicos impares



Si f(z) = f(L — ) (la funcion es simétrica respecto al punto medio del intervalo), entonces:
b, =0 paratodo n par

Solo contribuyen los arménicos impares (n = 1,3,5,...).

Ejemplos:

e f(z) =x(L — x): claramente f(L — ) = (L — )z = f(z) — solo arménicos impares
* Funcioén triangular con pico en L/2: simétrica — solo impares
* f(x) = constante: simétrica — solo impares

2kmx
L

Por qué funciona: Los senos con n par, sin( ) son antisimétricos respecto a L/2. Al

integrar una funcién simétrica contra una antisimétrica en [0, L], el resultado es cero.

6.3 El factor (—1)" y el factor [1 — (—1)"]

El factor (—1)™ aparece constantemente al evaluar funciones trigonométricas en z = L:
cos(nm) = (—1)" sin(nm) = 0
Regla rapida:
R () 1= (-1 (-1
par +1 0 -1
impar —1 2 +1
Consecuencias directas:

o [1— (- ) ] acttia como un filtro de arménicos impares: vale 0 si n es par, 2 si n es impar

[
o (—1)"" = —(—1)": simplemente cambia el signo
o (— 1)’”“r1 + (—1)™ = 0 siempre (se cancelan)
¢ (—1)>" = 1 siempre (potencia par de —1)

Truco: Cuando veas [1 — (—1)"] en un resultado, piensa inmediatamente: "solo impares, y el
factor vale 2".

6.4 Evaluaciones trigonométricas frecuentes

Tabla de valores que aparecen al evaluar en los limites de integracion:

Expresién n=1 n=2 n=3 n=4 General

sin(n) 0 0 0 0 Siempre 0



Expresion n=1 n=2 n=3 n=4

cos(nm) -1 1 —1 1
sin(nm
/2) 1 0 -1 0
cos(nm
/2) 0 -1 0 1

Valores de sin(n/2): Solo es no nulo para n impar.

(
e n=1l:sin(n/2) =

e n=3: sm(37r/2)

* n=>5:sin(br/2) = 1

e Patrén: sin(nm/2) = (—1)»1/2 para n impar.

6.5 Cémo elegir u y dv en integracién por partes

Regla LIATE (prioridad de eleccion de u, de mayor a menor):

1. Logaritmicas (In x)

2. Inversas trigonométricas (arctan x)
3. Algebraicas (z, x2, polinomios)

4. Trigonométricas (sin x, cos x)

5. Exponenciales (e%)

En nuestro contexto de EDPs, casi siempre es:

e u = polinomio (z, z2, (L — x)) — se simplifica al derivar
e dv = trigonométrica — se integra sin problemas

Numero de aplicaciones por partes = grado del polinomio:

e x-sin — 1vez

2

e 1°.sin — 2 veces

e 13 .sin — 3 veces (raro en examenes)

6.6 Primitivas de referencia

0,+£1
alternando

0,+£1
alternando

Estas primitivas aparecen en cada integracidn por partes. Tenerlas memorizadas evita errores de

signo:




nme L . /nrx
/COS( L) de=msin(p) +C

Error frecuente: Olvidar el factor r{‘—ﬂ que sale de laregla de la cadena. Sia = % la primitiva de

sin(az) es — —cos(az), no — cos(az).

6.7 Relacién entre ecuacion de ondas y ecuacién del calor

Aspecto Ondas Calor
EDP Ut = CPUgpy U = kugy
| .z . | Sin nne Sin nmwT
Solucion espacia I I
Ay, cos(wpt)
Solucién temporal + B, sin C,e Mt
(wnt)
q nmc nm 2
Frecuencia/constante Wn = —— A=k <
Solo f(x) (1
Condiciones iniciales T x) (2 funciones) -
f(z)yg(z) funcién)
Coeficientes de . L. .
Idénticos Idénticos
f(z)

.. s e L . . .
Conclusion practica: Aprender a calcular fo f(z) sm("Lﬂ) dx sirve para ambas ecuaciones. La
diferencia esta solo en qué se hace con esos coeficientes después.

Misma condicién inicial f(x) = x(L — x), mismos b, distinta evolucién
Ecuacién de ondas: oscilacion Ecuacion del calor: decaimiento

025

0.2

0.20

0.1

0.15

0.0

ulx,t)

u(x, t)

010

0.05

0.00
0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

6.8 Integral de fOL sin(”—z:’“’) dx (caso base)



Esta es la integral mas simple y aparece como paso intermedio en casi todos los calculos:

Lo L nrz 1" L I i
/0 sm(—L ) dr = l—ﬁcos< T )]0 = —E[cos(nﬂ') —1] = E[l — (=1)"]
L 2L .
[Fanl") = = { e i
0 nm 0 n par

Analogamente:

dr = isin(nﬂ') =0 Vn>1
nm

6.9 Checklist para resolver integrales de Fourier en examen

Seguir estos pasos en orden para no cometer errores:

1. Comprobar simetria: Si f es par — b,, = 0. Siimpar — a,, = 0.
2. Comprobar simetria respecto a L /2: Si f(z) = f(L — z) — solo arménicos impares.
. Comprobar si f es un autofuncién: Si f(x) = sin(mmx /L), usar ortogonalidad

w

directamente.
. Si f es a trozos: Partir la integral en cada subintervalo.
. Si f es polinémica: Integracion por partes (tantas veces como el grado).
. Si hay producto de trigonométricas: Usar producto-a-suma.
. Evaluar en los limites: Recordar sin(nm) = 0, cos(nm) = (—1)".
. Simplificar (—1)": Distinguir n par vs impar si aparece [1 — (—1)"].
. Verificar dimensiones: Si f f(z)sindz y f tiene unidades de longitud, el resultado debe

O 00 N o 1 b~

tener unidades de Iongitud2 (por el dx).

7. Férmulas de integracion de referencia rapida

Integrales indefinidas esenciales

Sin(aa:) T COS(a;c)
/:B sin(az) dr = — - L C
o o
/33 COS(aq;) dr = COS((:x) x Sln(am) L C
- o
2z sin(ax) (m2a2 ~2) cos(az)

+C

2

/.’132 sin(az) dz

a as




332 COos

(azx) dz

2z cos(ax)

(z2a? — 2) sin(azx)

/

a2

+C

o

/e‘“B cos(bz) dz

o bx) + bsin(b
e**|a cos(bx) + bsin(bz)] ‘e

a? + b2

/ e sin(bz) dz

e*|asin(bz) — bcos(bx)]

a? + b2

nm

En todos los casos, para las EDPs se tiene a = —~,

a=10b=n.

Series de Fourier en [—1, 7]

fit) =t (impar - solo senos) fit)=t? (par - solo cosenos)

—_— f)=t n 10
3 == Serie (15 términos) '
1
1
2 \ 8
1
1
1 1
1 6
1
- 1 .
= 0 =
4
-1
-2 2
-3 1 —_— =t
v 0 == Serie (15 términos)
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
t t
fit) = |sin t| (par = solo cosenos pares) f(t) = e* (senos y cosenos)
10 — fit)=|sint] — fin=¢e'
— = Serie (15 términos) == Serie (15 términos) h
20 1
]
0.8 [
1
h 1
15 h Il
0.6 1
— —_ ]
= ) 1
= =10 1
0.4 I||
1
50
0.2 H
1 ’y,
0 e
vy
0.0 d

-3

-2 -1

-2 -1

6.10 Integral complementaria: f_wﬂ t sin(nt) dt (coeficientes b,, de

f(t) =1

t sin(nt) es producto de impar x impar = par. Luego:

/ tsin(nt) dt = 2/ tsin(nt) dt
-7 0

Integracion por partes:



u =t,

/Owtsin(nt) dt = [—icos(nt)]ﬂ +

™

= —Ecos(mr) +—

dv = sin(nt) dt — du = dt,

— — —cos(nt
v ncos(n)

1 m
/ cos(nt) dt
0

n

n 0
1 [sin(nt) 1" T 1)t
n 0 n n
T -1 n+1ﬂ_ 2(—1 n—i—lﬂ_
/ tsin(nt)dt =2 - (=) = =)
o n n
T 2(—1 n+1ﬂ.
/ tsin(nt) dt = L
o n
_ l ‘ 2(_1)n+1ﬂ. _ 2(_1)n+1

Esto da los coeficientes de la serie de Fourier de f(t) = t: by,

6.11 Errores frecuentes y como evitarlos

Error

Olvidar - al integrar sin(m>
nm L

Confundir cos(nm) = (—1)" con
cos(nm) =1

Olvidar que sin(nt) =0

1 2
Poner b, = — J envezde < Ik

No partir integral de funcién a
trozos

Confundir a,, (ondas) con b,
(ondas)

Signo incorrecto en (—1)"*!

Consecuencia

Resultado sin el factor
L/(nm)

Resultado incorrecto paran
impar

Términos fantasma que no
se anulan

Resultado con factor 2 de
error

Integral incorrecta

Coeficientes
intercambiados

Error de signo global

Cémo evitarlo

Escribir siempre o = nm/Ly usar
1/
Verificar conn = l: cosm = —1

Memorizar: sin(nm) = 0 siempre

2 1
El factor es 7. No

Si hay|\begin{cases} | partir en
subintervalos

b, para posicién, a,, para velocidad

Verificarin = 1 — (—=1)? = +1



