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1 Leccion 2 - Transformada de Laplace

Ampliacion de Matematicas - GIERM

1.1 Objetivos de aprendizaje

o Comprender la definicién y existencia de la transformada de Laplace

e Calcular transformadas directas e inversas utilizando las propiedades y la tabla de transfor-
madas

e Aplicar la transformada de Laplace a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden

e Dominar la descomposicion en fracciones simples para obtener la transformada inversa

e Conocer la funcién escalén de Heaviside y su uso para modelar seniales discontinuas

o Entender y aplicar el teorema de convolucién

1.2 1. Definiciéon de la Transformada de Laplace

La transformada de Laplace convierte una funcién del tiempo f(t) en una funcién de la vari-
able compleja s, facilitando la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales al transformarlas en
ecuaciones algebraicas.

C{F)} = F(s) = /OOO f@)etdt, sec

Condiciones de existencia: f(t) debe ser de orden exponencial, es decir, |f(t)] < Me** para t
suficientemente grande. Entonces F(s) existe para Re(s) > a.

1.2.1 1.1 Transformadas fundamentales

Ejemplo 1: f(t) =1 (funcién constante)

o0 —st oo 1
£{1}=/ e=st dt = [—6 ] ==, s>0
0 0

S



ey =1

Ejemplo 2: f(t) =t"

Aplicando integracién por partes n veces (o usando la funcién Gamma):

!
L{tn) = s?ﬁ n=0,12,..

: 1 9 2 3 6
Casos particulares: £{t} = 2 L{t*} = = L{t°} = =
Ejemplo 3: f(t) = e
atl __ - at ,—st _ = —(s—a)t _ 1
L{e™} = ete st dt = e dt = , s>a
b o s—a
1
L at) _
e}y = —
Ejemplo 4: f(t) = sin(wt)
ejwt _ efjwt
Usando la identidad de Euler sin(wt) = —5; integrando por partes dos veces:
J
w
L{sin(wt)} = ——
fsin(wt)} = 52
Ejemplo 5: f(t) = cos(wt)
L{cos(wt)} = -
24 w?
1.3 2. Tabla completa de transformadas de Laplace
f(t) parat >0 F(s)=£L{f(t)} Condicién
1
1 - >0
s
1
t ) s>0
5 |
N n!
t o] s>0
at 1
e s>a
s—a
n ,at n!
t"e (5—a)' s>a



f(t) parat >0 F(s)=£L{f(t)} Condicién

in(wt —— >0
sin(wt) = " " s
cos(wt) o s>0
at o3
e sin(wt) m 5>a
at —a
t .
e cos(wt) G_a? a2 5>a
¢ sin(wt) 2 >0
sin(w e
(52 +w?)? °
s2 — w?

t cos(wt —5 >0
(wt) (SQJ w?)2 5
sinh(wt) R s> |wl
s
cosh(wt) P s> |wl
u(t — a) (Heaviside) ¢ . 5§>0,a>0

0(t) (Delta de Dirac) 1 todo s
o(t—a) e todo s

1.4 3. Funcién escalén de Heaviside y funcién pulso
1.4.1 3.1 Funcioén escalén de Heaviside

La funcién escalén unitario (o de Heaviside) se define como:

it
u(t_a):{o sit<a

1 sit>a

Su transformada de Laplace es:

—as

e

, a>0

Llult —a)} =

S

1.4.2 3.2 Funcion pulso rectangular

Un pulso de amplitud A entre t = a y t = b se construye como:

p(t) = Afu(t —a) — u(t — )]

L{p(t)} = A (e—a;e—b>

Utilidad: permite modelar senales que se activan y desactivan en instantes concretos, muy comin
en circuitos y sistemas de control.



1.5 4. Propiedades de la Transformada de Laplace

Estas propiedades permiten calcular transformadas complejas a partir de las basicas de la tabla.

1.5.1 4.1 Linealidad

| £{af(t) + Bg(t)} = aF(s) + BG(s)]

2 1 6 5
Ej lo: £{3t2 +5e 2} =3. = +5. = —
jemplo: £{3t% + 5™} s3+ s+2 s3+s+2

1.5.2 4.2 Desplazamiento en frecuencia (First Shifting Theorem)
Si L{f(t)} = F(s), entonces:

Ll f(t)} = F(s —a)

Ejemplo: £{e 3! cos(2t)}

Sabemos que £{cos(2t)} =

IR Sustituyendo s — s + 3:
s

s+3

L{e 3 cos(2t)} = Gragid

1.5.3 4.3 Desplazamiento en el tiempo (Second Shifting Theorem)

‘L’{f(t—a)u(t—a)}:e_“SF(s), aZO‘

Uso: cuando una funcién “se enciende” en ¢t = a.

Ejemplo: £{(t —2)3u(t —2)}

Con f(t)=t>ya=2: F(s) = %, luego:
s

6 6725
4

L{(t—2Pult—2)} ===

1.5.4 4.4 Transformada de la derivada

Esta es la propiedad clave para resolver EDOs:

| £{F (1)} = s F(s) = £(0)]

L{1" ()} = s°F(s) — s f(0) — £(0)

En general, para la derivada n-ésima:



L{fM(t)} = s"F(s) — "7 f(0) = s"2f/(0) — - — f7D(0)

Truco para el examen: cada derivada “sube” una potencia de s y afiade una condicién inicial
con signo negativo.

1.5.5 4.5 Transformada de la integral

t _Fls)
L’{/O f(T)dT}— .

. t oo 1 1 1
Ejemplo: £{f0 e? dT}:;'s—223(3—2)

1.5.6 4.6 Transformada de funciones periédicas

Si f(t) es periddica con periodo T > 0, es decir, f(t+T) = f(t):

SO = r—r / Flt)y et di

Utilidad: solo necesitamos integrar en un periodo.

1.5.7 4.7 Resumen de propiedades

Propiedad f(t) F(s)

Linealidad af + Bg oF + G

Despl. frecuencia et f(t) F(s—a)

Despl. tiempo flt—a)u(t —a) e “F(s)

Derivada 12 f/(t) sF(s) — f(0)

Derivada 22 f7(t) 2F(s) —sf(0) — f'(0)
Integral fo f(r)dr F((SS)

Mult. por ¢ tf(t) —F'(s)

Div. por t §t> j;oo F(o)do

Peri6dica ft+7T)=f(t) ﬁ fOT f(t)e stdt

1.6 5. Transformada inversa de Laplace

La transformada inversa recupera f(t) a partir de F(s):

£UF(s)} = £()



En la practica, se usa la descomposicion en fracciones simples para expresar F'(s) como suma
de términos que aparecen en la tabla.

1.6.1 5.1 Raices reales distintas
P(s)

= e

con a # b:

s—a+s—b

Los coeficientes se calculan por el método de Heaviside (cubrir):

A= (s—a)F(s)|_,, B=(s—=b)F(s)l,_,
55+ 3
Ejemplo: F(s) = —F——
jemplo: F(s) = )
A:5s+3 :—5+3:;2:_2
s+21,_, —1+2 1
B:5s—i—3 :—10—1—3:—77:7
s+1l,_, —2+1 -1
F(s) = —2 + ‘ = f(t) = —2et+7e
s+1 s+4+2
1.6.2 5.2 Raices reales repetidas
P
Si F(s) = A, la descomposicién incluye:
(s —a)"
A A A
F — 1 2 n
() S—a+(s—a)2+ +(S—a)"
2s+5
Ejemplo: F(s) =
jemplo: F(s) = 12901 3)
A B C
F =
O =Tt eyt
Calculamos: - B = (s + 1>2F<S)|5=_1 = %95:35 = % -C=(s+3)F(s)|,_ 5= (ii+1)52 L *Tl

- A: igualando coeficientes o sustituyendo un valor cémodo, por ejemplo s = O:

5 A 3/2 —1/4 5 3 1 5 17 1
13 171 T3 3= 4Ty = 3 12 4
f(t):le_t—i—fte_t— e 3t

1 2



1.6.3 5.3 Raices complejas conjugadas

Si el denominador tiene factores cuadraticos irreducibles s? 4+ bs + ¢ con b? — 4¢ < 0:

As+ B
s2+bs+c

Se completa el cuadrado en el denominador para obtener la forma (s —a)? +w? y luego se identifica
con senos/cosenos amortiguados.

_ 3s+ 7
 s244s+13

Completando cuadrado: s? +4s + 13 = (s +2)2 + 9 = (s + 2)% + 32

Ejemplo: F(s)

F(s) 35+7 B4+l _,  st2 1 3
S = = = . —_——
(s+2)2+9 (s+2)2+9 (s+2)2+9 3 (s+2)2+9

1
f(t) = 3e 2 cos(3t) + 3 et sin(3t)

Truco: siempre reescribir el numerador como «(s + a) + 3 donde a es la parte real de las raices.

1.7 6. Aplicacién a EDOs de segundo orden

1.7.1 6.1 Método general

Para resolver una EDO lineal con coeficientes constantes y condiciones iniciales:

Paso 1: Aplicar £ a ambos lados de la ecuacién, usando las propiedades de la derivada.
Paso 2: Sustituir las condiciones iniciales y(0), y"(0).

Paso 3: Despejar Y (s) = £{y(t)}.

Paso 4: Descomponer Y (s) en fracciones simples.

Paso 5: Aplicar £7! término a término para obtener y(t).

1.7.2 6.2 Ejemplo resuelto: y” + 5y’ + 6y = 2¢~*
Datos: y(0) =1, y’(0) =0
Paso 1: Aplicar £:

L{y"}+5L{y'} +6L{y} =2L{e"}

2
s+1

[s2Y'(s) — sy(0) — y'(0)] + 5[sY (s) — y(0)] + 6Y (s) =

Paso 2: Sustituir y(0) =1, y’(0) = 0:



2
Y —s—0+5sY —54+6Y = ——
s+1

2
2 _ ——
(s +554+6)Y(s) S+1—I—s+5

Paso 3: Despejar Y (s). Notemos que s + 5s + 6 = (s + 2)(s + 3):

2 s+5

Yo = 6129653 T 61 26+3)

Paso 4: Fracciones simples del primer término:

2 A B C
(s+1)(s+2)(s+3)_s+1+s+2+s+3
B 2 _2
T GG+, 12
B2 -
 (s+1)(s+3) R S (=1)(1)
o2 -2
s+D(s+2)| _, (=2)(-1)

Segundo término:

s+5 D . FE
(s4+2)(s+3) s+2 s5+3
s+3l-9 1
2
. g 51O 2 _ 9
s+2|,__5 —1
Total:
1 —24+3 1—2 1 1 1
Y = g .
() 5-1-1+ s+ 2 +s+3 3+1+s+2 s+ 3

Paso 5: Antitransformar:

y(t) = et + 72t — 3t

Verificacién: y(0)=1+1—-1=1v, y(0)=—-1—-24+3=0V




1.8 7. Convoluciéon y Teorema de Convoluciéon
1.8.1 7.1 Definicién de convolucién

La convolucién de dos funciones f y g se define como:

<ﬁmwzlﬂww—ﬂw

Propiedades: - Conmutativa: f*xg = gx f - Asociativa: (fxg)xh = fx(g*h) - Distributiva:
frlg+h)=frg+fxh

1.8.2 7.2 Teorema de convolucion

| £{f g} =F(s)-G(s)]

Equivalentemente:

z%mwc@%ﬂﬁm@zlﬂﬂm—ﬂm

Utilidad: cuando F'(s) - G(s) es dificil de descomponer en fracciones simples, pero F(s) y G(s)
por separado son faciles de antitransformar.

1.8.3 7.3 Ejemplo resuelto

Calcular £1 { } usando convolucion.

1
s(s+1)

1 1
Identificamos: F(s) = B = f(t)=1, G(s)= s 1 = g(t)=e""'

Verificacién por fracciones simples: ST =5 511 = f(t)=1—e'V

1.9 8. Ejercicios resueltos del boletin
1.9.1 Ejercicio 1: Transformada directa con propiedades
Calcular £{t?e3! + 4sin(2t)}

Solucidén:



Por linealidad:

L{t2e3) + 4 £{sin(2t)}

n!

WCODTL:2,CL:3:

Primer término: usamos la tabla £{t"e%} =

2! 2
AP = 55 = Goap

Segundo término:

2 8

4 L{sin(2t)} =4 - =
{Sln( )} S2+4 52+4

2 8

L{t%e3t + 4sin(2t)} =
{t?e’* + 4sin(2t)} (5_3)3+52+4

1.9.2 Ejercicio 2: Transformada inversa con raices distintas

—1
Calcular £! {38 }
52 —3s5+2

Solucién:
Factorizamos el denominador: s —3s +2 = (s —1)(s — 2)

Fracciones simples:

3s—1 A . B
(s—1)(s—2) s—1 s5—2
—1 2
.A:?)s _ 2 _
8_2 s=1 _1
3s—1 5)
[ ] = s :7:5
8_1 s=2 1

f(t) = —2¢et + 5e?t

1.9.3 Ejercicio 3: Transformada inversa con raices complejas

254+ 10 }

Calcul 1;71{7
alcuwiar 2 +6s 4+ 25

Solucién:
Completamos cuadrado: s? + 6s + 25 = (s + 3)%2 + 16 = (s + 3)? + 42

Reescribimos el numerador en funcién de (s + 3):
2s+10=2(s+3)+4

10



s+ 3 4 s+3 4
+1

F(s)=2. —9. .
() (5432+16 (5132116 (s+3)2 + 16 (s+3)2+16

f(t) =2e 3t cos(4t) + e 3t sin(4t)

1.9.4 Ejercicio 4: EDO de primer orden
Resolver y' + 3y = e ¢, con y(0) = 2.
Solucién:

Paso 1: Aplicar £:

Y (s) — y(0) + 3V ( )—Sil
3)YY = 1
(s +3) (s)—8+1+
1 2

Paso 2: Fracciones simples del primer término:

1 A B
(s+1)(s+3)_s+1+s+3
1 1
) _s+3S:_1_§
1 1
t U T sl 2

12 —1/2+42 1/2 32
Y = =
)=t 513 st1 5+3

1 3
y(t) = §€_t + 56_3t

Verificacién: y(0) =3+ 3 =2 v

[V

1.9.5 Ejercicio 5: EDO de segundo orden con raices complejas
Resolver y” + 4y = 0, con y(0) =1, y’(0) = 6.
Solucién:

Paso 1: Aplicar £:

s2Y (s) — sy(0) —y/'(0) +4Y(s) =0

11



(s2+4)Y(s)=s+6

s n 6 _ s 43 2
s2+4  s24+4 2422 §2 4 22

Y(s) =

Paso 2: Antitransformar directamente de la tabla:

[y(t) = cos(2t) + Bsin(2t) |

Verificacién: y(0)=1+0=1V, ¢y (0)=04+6=6 v

1.9.6 Ejercicio 6: Transformada con funcién escalén
Calcular £{(t — 3)?u(t — 3)}

Solucidén:

Usamos el segundo teorema de desplazamiento: £{f(t —a)u(t —a)} = e *F(s)

2

Con f(t) =ty a=3: F(s) = =

2738

g3

L{(t—3)%u(t—3)} =

1.9.7 Ejercicio 7: Transformada inversa con raices repetidas

Calcular £1 s+3
(s+1)2

Solucién:

s+3 _ (s+D+2 1 2

(s+1)2  (s+1)2 _8+1+(s+1)2

1 1
D N -1 = —t -1 = —t
e la tabla: £ {3—1—1} ety L {(3—1—1)2} te

fit)y=et+2tet = (1+2t)e!

1.10 9. Catalogo completo de ejercicios: todos los patrones

# Tipo de ejercicio Técnica clave Ecuacién clave Dificultad
1 Transformada Tabla L{t"e} = Baja
directa bésica n!
(s —a)ntl

12



# Tipo de ejercicio Técnica clave Ecuacién clave Dificultad

2 Transformada con ~ Suma de tabla aF(s)+ BG(s) Baja
linealidad

3 Desplazamiento Sustitucion L{ef} = Media
en frecuencia s—s—a F(s—a)

4 Desplazamiento Heaviside e “F(s) Media
en tiempo

5 Inversa con raices  Fracciones simples Cubrir y evaluar Media
reales distintas (Heaviside)

6 Inversa con raices  Fracciones simples A k Alta
repetidas + derivada (s —a)

7 Inversa con raices ~ Completar (s —a)? +w? Alta
complejas cuadrado

8 EDO de primer Laplace + sY —y(0)+aY = Media
orden fracciones simples  G(s)

9 EDO de segundo  Laplace + s2Y — sy(0) — Alta
orden fracciones simples  y’(0) + -

10 Convolucién Integral de fot f(r)g(t—7)dr  Media

convolucion
11 Funcién periédica  Foérmula de 1% fOT Alta
periodicas ¢
12 Derivada de F(s)  tf(t) <> —F'(s) L{tf} =—F'(s) Media

/ multiplicar por ¢

1.10.1 9.1 Tipo 1: Transformada directa basica

Se aplica directamente la tabla de transformadas.

Ejercicio resuelto: Tipo 1 Calcular £{5t3¢ 2!}

Datos: n =3, a = —2

L‘{tneat} — TL'
(S_a)n-H
3! 6
L5372t = 5. -5.——
{pt7e™™} (s +2)2 (s +2)4
_ 30
(s+2)4

13



1.10.2 9.2 Tipo 2: Transformada con linealidad

Se descompone la funcién en sumandos y se transforma cada uno por separado.

| £{af + Bg} = aF(s) + BG(s) |

Ejercicio resuelto: Tipo 2 Calcular £{3cosh(5t) — 7% + et}

S 2+ 1
52 —25 §3  s—4

3s 14 1
s2—25 s3  s—4

1.10.3 9.3 Tipo 3: Desplazamiento en frecuencia

Cuando f(t) va multiplicada por e, se sustituye s por s — a en la transformada.

Llef(t)} = F(s —a)

Ejercicio resuelto: Tipo 3 Calcular £{e?' sin(3t)}
3

s2+9

Paso 2: Sustituir s — s —2:

Paso 1: £{sin(3t)} =

L{e?'sin(3t)} =

(s—2)249

1.10.4 9.4 Tipo 4: Desplazamiento en tiempo (Heaviside)

Para funciones que “se encienden” en t = a.

| L{f(t—a)ult—a)} = ¢ “F(s)|

Ejercicio resuelto: Tipo 4 Calcular £{sin(2(t —x))u(t —n)}
Paso 1: Identificar f(t) =sin(2t), a =«

2

Paso 2: F(s) = 21
s

2 e*ﬂ's
s2+4

L{sin(2(t —m))u(t —m)} =

14



1.10.5 9.5 Tipo 5: Inversa con raices reales distintas

Se factoriza el denominador y se aplica el método de Heaviside (cubrir).

7s+2
Ejercicio resuelto: Tipo 5 Calcular £! {S i }
s2+s5s—6

Paso 1: s> +s—6=(s+3)(s —2)

2 A B
Paso 2: 75+ = +
(s+3)(s—2) s+3 s—2
.A:7s—|—2 :—IQZQ
s—2 1,3 -5 5
_ Ts+2 _E
 s+3l,s 5
19 16
t) = —3t 2t

1.10.6 9.6 Tipo 6: Inversa con raices repetidas

La descomposicion incluye potencias crecientes del factor repetido.

P(s) o Ay +

(s—a)® s—a (s—a)?

3s% + 1
Ejercicio resuelto: Tipo 6 Calcular £! S
s(s—1)2
3+1 A B Y
s(s—1)2 s s—1 (s—1)2
3s? +1 1
° :ﬁ :Izl
(32— ) =0
1 4
] 0238 + :7:4
s a1 1
3 1 B 4 13 1
« B: ituir s =2: — =-+4+ —+ — B=——-—4=2
sustituir s 2 2+ 7 +1 — 5 5

f(t) =1+ 2¢" + 4t e

15




1.10.7 9.7 Tipo 7: Inversa con raices complejas

Se completa el cuadrado y se reescribe el numerador.

a(s—a)+ Pw

T = ae® cos(wt) + B e sin(wt)

5
Ejercicio resuelto: Tipo 7 Calcular £~! {L}
s2+2s4+10

Paso 1: Completar cuadrado: s2 +2s+10= (s +1)2+9 = (s +1)% + 32
Paso 2: Reescribir numerador: s +5=(s+ 1) +4
(s+1)+4 s+1 4 3

1219 (541249 3 (510249

f(t) = e tcos(3t) + %e*t sin(3t)

1.10.8 9.8 Tipo 8: EDO de primer orden

Y +ay=g(t) = (s+a)Y(s) = G(s) +y(0)|

Ejercicio resuelto: Tipo 8 Resolver y' —2y =4, con y(0) = 1.

4 4 4
Y —1-2Y =2 — (s—2)y = 41=2F
S S

S

s+4 A B
Y = = —
() s(s—2) s+s—2

4 4
.A:S+ :7:—2
8_25:0 _2

4 6
OB:S+ :7:3
S lgmg 2

y(t) = —2 + 3%

Verificacién: y(0) = —2+3=1/V

1.10.9 9.9 Tipo 9: EDO de segundo orden

v +ay +by=g(t) = (s> +as+b)Y =G(s)+ (s+a)y(0)+y'(0)

16



Ejercicio resuelto: Tipo 9 Resolver y” + 2y’ + 5y = 0, con y(0) = 2, y'(0) = —4.
(82425 +5)Y(s) =25+ 4+ (—4) = 2s

2s 2s

Y = =
() s242s+5 (s+1)2+4

Reescribimos: 2s = 2(s+ 1) — 2

s+1 2 s+1 2
Y(s)=2- - —2. 1.
(s) (s+102+4 (s+1)2+4 (s+1)2+4 (s+1)2+4

y(t) = 2e "t cos(2t) — e ! sin(2t)

Verificacién: y(0)=2-1-0=2 Vv

1.10.10 9.10 Tipo 10: Convolucién

£F(s) - G(s)} = / £(r) gt — ) dr

1

Ejercicio resuelto: Tipo 10 Calcular £ ———
) p { G+1)(s+2)

} usando convolucion.

Identificamos: F(s) = T = fity=et, G(s)= = g(t)=e?

s+
t t
(fxg)t) = / e T e 2T dr = th/ eTdr =e? [67]3 =e2(et —1)
0 0

f(t) — eft _ 67215

1.10.11 9.11 Tipo 11: Funcién periédica

L0} = i / ()t dt

Ejercicio resuelto: Tipo 11 Calcular la transformada de la onda cuadrada: f(¢) = 1 para
0<t<1, f(t) = —1 para 1 <t < 2, con periodo T = 2.

2

/02 f(t)estdt = /01 e st dt —|—/1 (—1)e st dt

l—e® e*—e?® 1-2%+e? (1—e*)?

S S S S

17



(1 — e %)? _l—e?
F(s) = s(1—e25)  s(1+e®)

donde usamos 1 — e 2 = (1 —e™*)(1 +e7%).

1.10.12 9.12 Tipo 12: Multiplicacién por t (derivada de F(s))
(L{t ()} =—F'(s)|

Ejercicio resuelto: Tipo 12 Calcular £{tcos(3t)}

s
P 1: F(s) =4 3} = 55—
aso (s) {cos(3t)} 259
Paso 2: Derivar:
F/(s) = (s2+9)—s5-2s _ 9 — 52
(s2+9)2 (s249)2
Paso 3: Aplicar el signo negativo:
52—9

L{tcos(3t)} = —F'(s) = (s2+9)2

1.11 10. Resumen y tabla de féormulas clave

1.11.1 Transformadas fundamentales

f(t) F(s)
1
1 _
n Sn!
t gnt1
eat 1
A
(ot W
sin(wt) = T 2
t
cos(wt) s
n
tneat

e sin(wt)

Pyta
at t
e cos(wt) S aZ i
e*as
t—
ui—a)
d(t) 1
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1.11.2 Propiedades principales

Propiedad

Férmula

Linealidad
Despl. frecuencia
Despl. tiempo
Derivada
Derivada 22
Integral
Convolucién
Mult. por ¢

Periodica

L{af + pg} = aF + BG
L{e®f} = F(s —a)
L{f(t—a)u(t —a)} = e *F(s)
L{f'} = sF(s)— f(0)

ﬁ{f’;} = s°F —sf(0) — f'(0)
L), fdr}=F(s)/s

L{f g} =F(s) G(s)

L{tft =—F'(s)

F(s) =

T . _
1_e—sTfo fe stdt

1.11.3 Método de resolucion de EDOs

Paso Accién

U W N~

Aplicar £ a toda la ecuacion
Sustituir condiciones iniciales
Despejar Y(s)
Descomponer en fracciones simples
Aplicar £7! y verificar
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