Leccidon 3 - Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales Lineales

Ampliacidon de Matematicas - GIERM

Objetivos de aprendizaje

* Reducir una EDO de orden superior a un sistema de primer orden

» Resolver sistemas homogéneos y' = Ay mediante autovalores y autovectores

* C(lasificar retratos de fase: nodo, silla, espiral, centro

* Tratar el caso no diagonalizable con cadenas de Jordan

* Resolver sistemas no homogéneos por variacion de parametros, coeficientes indeterminados

y Laplace
e Verificar soluciones numéricamente con scipy.integrate.solve ivp

Configuracién lista.

1. Reduccidon de orden: de EDO de orden n a sistema de
primer orden

Toda EDO de orden n se puede reescribir como un sistema de n ecuaciones de primer orden.
Esto unifica el tratamiento de todas las EDO lineales.

1.1 Método general
Dada la EDO de orden 2:
" = f(z', z,t)

Definimos las variables de estado y; = x, yo = «’. Entonces:

{yi =y
yh = f(y2,v1,t)

Ejemplo

La EDO z” + 3z’ 4 2z = cos(t) se convierte en:

yi = Y2
yh = —2y1 — 3y2 + cos(t)



En forma matricial:

Generalizacion a orden n

Para 2™ + a,_1x" V) + - + @12’ + apx = g(t), definimos g, = z*~1):
( 0 1 0 0 \
0 0 1 0
A= ‘ :
0 0 0o - 1
\—ao —ap —az - —an,l)

Esta es la matriz compafiera de la EDO.

2. Sistema lineal y' = Ay + £(¢)

2.1 Teorema de existencia y unicidad

Si A es una matrizn X n de coeficientes constantes y f(¢) es continua en un intervalo I, entonces
para cada condicion inicial y(to) = y, existe una Gnica solucién definida en todo I.

2.2 Estructura de la solucion general

y(t) =y,(t) +Y(t)c

donde:

* y,(t) es una solucién particular del sistema completo

* Y (t) es la matriz fundamental (columnas = n soluciones linealmente independientes del
homogéneo)
* ¢ € R" es el vector de constantes arbitrarias

2.3 Matriz fundamental y Wronskiano

La matriz fundamental Y (¢) satisface Y'(t) = AY (¢), y su determinante W (t) = det(Y'(¢)) # 0
para todo t (Wronskiano).

Propiedad clave: W (t) = W (t,) - e*((—%) (férmula de Abel-Liouville).



3. Sistema homogéneo y’ = Ay con A diagonalizable

3.1 Autovalores reales distintos

Si A tiene autovalores A1, A2, .. ., Ay todos distintos con autovectores uj, uz, . . . , Uy, la solucion
general es:

Y(t) = Cle/\1tu1 + 626/\2tu2 T cne)‘"tun

¢Por qué funciona? Si Au = \u, entonces y(t) = e*u satisface y' = AeMu = A(eMu) = Ay.

3.2 Autovalores complejos conjugados

Si A = a £ i con autovector u = v + iw, las dos soluciones reales linealmente independientes
son:

*[v cos(Bt) — wsin(Bt)]
**[v sin(Bt) + w cos(St)]

y1(t)
Y2(t) -

€
€

* Sia < 0: espiral estable (atractora)
* Sia > 0: espiral inestable (repulsora)
e Sia = 0: centro (6rbitas cerradas)

3.3 Ejemplo: sistema 3x3 diagonalizable

Resolver y’ = Ay con:

1 0 0
A=10 -1 2
0 -2 -1

Paso 1: Polinomio caracteristico:
det(A—XI)=(1—-N)[(-1-X)*+4=0

Paso 2: Autovalores:

Paso 3: Autovector para A\ = 1:

(A-Du =0 = u; = {0



Paso 4: Para A = —1 + 23, resolvemos (A — AI)u = O:

0 0 0

u=1|1 1]+z2|0

) 0 1

S—— S——
v W
Paso 5: Solucién general (a« = —1, 8 = 2):
1 0 0

y(t)=cie' | 0| +coe | cos2t | +cze | sin2¢
0 —sin 2t cos 2t
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Autovalores Tipo Estabilidad
414/ (puros imaginarios) Centro Estable (no asint.)
A1 = A2 < 0, diag. Nodo estrella estable  Asintéticamente estable

A1 = A2 < 0, no diag. Nodo impropio estable Asintéticamente estable

Truco para el examen: La traza tr(A) = A1 + A2 y el determinante det(A) = A; A2 determinan
completamente el tipo:

e det(4) <0 = silla
e det(A) >0ytr(A) <0 = estable
e tr(A)? —4det(A) <0 = espiral/centro

4. Sistema homogéneo con A no diagonalizable

4.1 Autovectores generalizados y cadenas de Jordan

Cuando A tiene un autovalor A de multiplicidad algebraica m pero multiplicidad geométrica
p < m, no hay suficientes autovectores. Se necesitan autovectores generalizados.

Cadena de Jordan de longitud k para A:

(A=XDu, =0, (A—XDu 1=u, ..., (A—ADu =u,
4.2 Soluciones asociadas a un bloque de Jordan 2x2

Al
Para un bloque de Jordan ( 0 )\) con autovector u y autovector generalizado w (

(A—A)w =u)

Y, (t) eMu
yo(t) = eM(tu+ w)

4.3 Férmula general con exponencial matricial
y(t) = e''y,

donde para un bloque de Jordan Jj(\) de tamafio k:



4.4 Ejemplo 2x2 no diagonalizable

3 1 1
Resol '=A A= ,y(0) = .
esolvery y con (0 3> y(0) (2)

Paso 1:det(A — AI) = (3 —A)2=0 = X = 3 (doble).

Paso 2: Autovector: (A — 3)u =0

wosn=(2 ) == (2)

Solo un autovector => A no es diagonalizable.

Paso 3: Autovector generalizado: (A — 3])w = u

(0 o)== ()
w = — wp =1 = w=
0 0 0

Paso 4: Solucién general:

(

= (o) v (o) + (3)

1
Paso 5: Condicion inicial y(0) = (2 ):

4.5 Ejemplo 3x3 no diagonalizable

Resolver y’ = Ay con:

A=

o O N
[T NI
N = O

A = 2 con multiplicidad algebraica 3, multiplicidad geométrica 1.

0
1

)



Cadena de Jordan: uz =

1
0 ,(A_2I)u2:u3:'|_12:
0

0

(A—2I)u1:u2 - u; = 0

Solucién general:

1

y(t) =e” c |0
0

[

_|_

&
|

1
+c|t] O +
0

Equivalentemente:

c1 + cot + c3%
2t
y(t) =¢€ Co -|- Cgt

C3







Con condicién inicial y(to) = yo:
y@=Y@NM*w+Y@[}%YW@M

5.2 Pasos del método

1. Resolver el sistema homogéneo y’ = Ay (obtener Y (¢))
2. Calcular Y ()1

3. Calcular el producto Y (¢) 1£(¢)

4, Integrar componente a componente

5. Multiplicar por Y ()

5.3 Ejemplo resuelto: variaciéon de parametros

, 0 1 0
Resolvery’ = 1 0 y + sec(t)

Paso 1: Homogéneo. A\ = +14, autovectores complejos — soluciones reales:

v - (

cost sint
—sint cost

Paso 2: Como Y (t) es la matriz de rotacién, Y (¢) ™! = Y (¢)T:

Y(t) ' = (Cost —sint)

sint cost

Paso 3:

V() £(t) = Cf)St —sint 0 _ —tant
sint cost sect 1

Paso 4: Integrar:

JOE e (M)

Paso 5: Solucién particular:

y,(0) = ¥0)

t

In|cost|\ [ cost-In|cost|+tsint
~ \ —sint-In|cost| + tcost

)

—sint cost

cost sint costln|cost| + tsint
y(t) =a +c2 +

—sintln|cost| + tcost

)




6. No homogéneo: coeficientes indeterminados

6.1 Idea del método

Paray’ = Ay + f(t), se propone una solucién particular y,(t) con la misma forma que f(t), y

se determinan los coeficientes sustituyendo en la EDO.

6.2 Tabla de soluciones tentativas

£(t)

a (constante)

y,(t) propuesta

C (constante)

aet (1 no autovalor) celt
ae” (u autovalor simple) (o
H P + clt)e“t
t
a cos(wt) ©cos ('w )
ol + dsin
sin(w
(wt)
c,t"
at” et
+ Cyp

1
6.3 Ejemplo: f(t) = 0 et

1

ConA:<
0 -1

> (autovalores 1, —1, ninguno es 2).

1
Proponemos y, = ce?. Sustituyendo: 2ce® = Ace? + (0) et

e-me=(0) = (6 3)e= () === )

Error frecuente: Si i coincide con un autovalor, la propuesta ce#* no funciona. Hay que
multiplicar por t.



7. No homogéneo: método de Laplace para sistemas

7.1 Procedimiento
Aplicando L ay’ = Ay + £(t) con y(0) = y,:
sY(s) —yo = AY(s) + F(s)
(sI — A)Y(s) =y, + F(s)

Y(s) = (sI — A) [y, + F(s)]

. -1
Luego se aplica L ~ componente a componente.

7.2 Ejemplo
A
Resolver{Z,;i:iy,x(O):1,y(0):0.
1 1 1
A= f(t)=0,y, = .
(4 1) o-0x-(,)
Paso 1:
sI —A) = s—1 1 , det=(s—1)2+1
1 1
5 —
Paso 2:
(sT— )1 — 1 (s—l 1)
(s—1)22+1\ -1 s-—1
Paso 3:

s—1 '
X(s) = TR = z(t) = e’ cost

-1 .
Y(s) = TESES y(t) = —€'sint




8. Ejercicios resueltos con verificacion numeérica

Ejercicio resuelto 1: Sistema 2x2 con autovalores reales distintos

Datos: ' = 4z — 3y, y' = 62 — Ty, con z(0) = 1, y(0) = 2.

Paso 1: Escribir la matriz del sistema.

Identificamos los coeficientes del sistema:

4 -3
' = Ay, A=
y = Ay (s )

Paso 2: Calcular los autovalores — escribir det(A — AI') = 0 explicitamente.
AN\ — (4 - A -3 )
6 —7—-A

det(A — AI) = (4 — A\) (=T — A) — (—3)(6)

Calculamos el determinante:

Expandimos el primer producto paso a paso:
(A=X) (=72 =4- (=) +4- (=N + (=A)(=7) + (=A)(=A) = =28 — 4\ + TA + \?
=2 +3X—28
El segundo término: (—3)(6) = —18, asi que —(—3)(6) = +18.
Juntando todo:
det(A—A) =X +3X—-28+18 =X +31—-10=0

Resolvemos con la férmula cuadratica:

\ —3+4/9+40 —3+.49 —3+£7
B 2 B 2 2
—3+7 —3—7
Al = 5 =2, Ay = 5 = -5

Paso 3: Calcular el autovector para \; = 2.

Planteamos (A — 2I)u; = O:



A—2I:(4_2 -3
6 —7—-2

Sistema aumentado:

2 =310

6 —910
Reduccion por filas: Fy <— Fy — 3F7:

2 =310

0 010

De la primerafila: 2u; — 3us = 0 = u; = %u2,

Tomamos uy = 2 para evitar fracciones:

)=

)

()

2
6

-3
-9

)

Paso 4: Calcular el autovector para Ay = —5.
Planteamos (A — (—5)I)uy = (A + 51)uy = 0:

4+5 -3

A+5I =
i ( 6 —7+5

Sistema aumentado:

9 -310

6 —21|0
Reduccion: Fy <+ Fy — %Flz

9 -310

0O 010

De la primera fila: 9u; — 3uy = 0 — uy = %Uz.

Tomamos uy = 3:

)=

)

=0

9
6

-3
—2

)

Paso 5: Escribir la soluciéon general.



Con autovalores reales distintos, la solucion general es:

1
y(t) = creMtuy + cpe™uy = ¢ (2) + e (3)

Paso 6: Aplicar la condicién inicial y(0) = .

@) ()= ()

3Cl+62:1
2¢c1 +3¢co =2

Ent=0:e’ =1, asi que:

Esto da el sistema:

De la primera ecuacién: ca = 1 — 3cy. Sustituyendo en la segunda:

1
261+3(1—3C1):2 — 2C1+3—961:2 — —701:—1 — C1 — ?
1 3 4
cb=1-3-—=1——==—
? 7 77
Verificaciénrépida:3-%+ % = # :1/y2-%+3- % = # =2v
Solucidn final:
3 2t | 4 -5t
L o (3 4 5 (1 7€ T Te
y(t) = —e + e =
2 3 22t 4 12 5t
7 7
Interpretacion: Como A\; = 2 > 0y Ay = —5 < 0, el punto de equilibrio es un punto de silla

(inestable). A largo plazo domina el término e? y la solucién crece en la direccién de u; = (3, 2)T.



Ejercicio1: X’ = 4x — 3y, y'=6x-7y

= x(t) numérica
w— y(t) NUMErica

o x(t) analitica

20 m  ylt) analitica

15

Solucién

10

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.26 1.50 175 2.00

Ejercicio resuelto 2: Sistema 3x3 diagonalizable

1 0 0 1
Datos:y' = AyconA=[0 -1 2 |.y(0)=1]0
0 -2 -1 1

Paso 1: Calcular los autovalores — escribir det(A — A\I) = 0.

1—A 0 0
A—-A = 0 —1-A 2
0 —2 —-1—-A

Como la primera fila tiene dos ceros, desarrollamos el determinante por la primera fila:

det(A —AI) = (1 — ) - det (_1_; ’ _12—A)

Calculamos el determinante 2 x 2:

det (_1_; A _12_ A) C(C1=A) (1= A = (2)(=2) = (~1 =N’ +4

Expandimos (—1 — \)2:
(—1—=XA)2=1+21+ )2
Entonces:
(—1=A)24+4=A2422+1+4=24+21+5
El polinomio caracteristico completo es:

(1-ANAN+2X2+5)=0



Raizreal:1 — A =0 — )\ = 1.

Raices complejas: Aplicamos la férmula cuadréaticaa A2 4+ 2\ + 5 = 0:

—2+44-20 -2+ ,/-16 -2+ 4 )
= = = =—-14+2
2 2 2
A =1, Aoz =—1+x2i
Paso 2: Autovector para A\; = 1 (autovalor real).
Planteamos (A — I)u; = O:
0 O 0
A-TI=10 -2 2
0 -2 -2
De la segunda fila: —2us + 2u3 = 0 = uy = ug3.
De la tercera fila: —2us — 2ug3 = 0 — uy = —ug.
Combinando: ug = u3 y ua = —ug, lo que implica ug = ug = 0, y u1 es libre.
Tomando u; = 1:
1
u=1|0
0
Paso 3: Autovector complejo para A2 = —1 + 2i.
Planteamos (A — (—1 + 2¢)I)u = 0:
1—(—1+24) 0 0
A—(-142)I = 0 —1—(—1+ 29) 2
0 —2 —1—(—1+ 249)
2—2t 0 0
= 0 -2 2
0 -2 =2

De la primera fila: (2 — 2i)u; =0 = wu; = 0.
De la segundafila: =22 - ug + 2u3 = 0 =— ug =1 - uo.

Tomamos us = 1, ug = ¢:



Verificacion con la tercera fila: —2(1) + (—2i)(i) = —2 + (—2i*) = —2+2=0v

Paso 4: Separar el autovector complejo en partes real e imaginaria.

0 0
u=|1]|= 1 +1 0
1 0 1
S—— S——
v (parte real) w (parte imaginaria)

Paso 5: Construir las dos soluciones reales a partir del par complejo.

Cona = —1, B = 2, las dos soluciones reales linealmente independientes son:
0 0 0
¥, (t) = e [vcos(Bt) — wsin(Bt)] = e 1 |cos2t— |0 |sin2t| =e | cos2t
0 1 — sin 2¢
0 0 0
y3(t) = e*[vsin(Bt) + weos(Bt)] =e || 1 |sin2t+ [ 0 | cos2t| =e* | sin2t
0 1 cos 2t
Paso 6: Escribir la solucion general.
1 0 0
y(t)=cie' | 0| +coe™®| cos2t | +cze | sin2¢
0 —sin 2t cos 2t
Paso 7: Aplicar la condicién inicial y(0) = (1,0,1)%.
Ent=0:e’=1,cos0 = 1,sin0 = 0:
1 0 0 1
cilOoO)l4+ecll1]l 4+l 0] =10
0 0 1 1
Esto da directamente:
61:1, 62:0, 63:1

Solucién final:



et

y(t) = | etsin2t

e tcos 2t

Interpretacion: La primera componente crece exponencialmente (A; = 1 > 0), mientras que las
componentes 2 y 3 oscilan con amplitud decreciente (a« = —1 < 0). El equilibrio es inestable
porque existe al menos un autovalor con parte real positiva.

Ejercicio 2: sistema3x3conA=1yA=-1+2j
—_— yi(t)=e'
140 . yy(t)=etsin2t
— ys(t)=efcos 2t
120
100
—~ 80
=
>
60
40
20
0 gf_
0 1 2 3 4 5

Ejercicio resuelto 3: Sistema 2x2 no diagonalizable

1

Datos: y/ — (3 3>y,y(0) _ (;)

Paso 1: Calcular los autovalores.

A_M:(3—>\ 1>
0 3-2)

det(A— X)) =B-XN3B-XA)—-(1)0)=B3-X2=0

A = 3 (doble)

Paso 2: Verificar si es diagonalizable o no.

Calculamos A — 31I:



Como A — 31 # 0 (la matriz no es la matriz cero), no es diagonalizable (si fuera diagonalizable
con X doble, necesitariamos A — AI = 0, es decir A = \I).

El rango de (A — 3I) es 1, asi que el espacio propio tiene dimensién 2 — 1 = 1 (solo un
autovector linealmente independiente). Confirmado: tipo 3 (nodo impropio).

Paso 3: Encontrar el autovector u.

(5 ) (2)=(2)

De la primera fila: us = 0. La variable u; es libre.

()

Resolvemos (A — 31)u = 0:

Tomando u; = 1:

Paso 4: Encontrar el vector generalizado w.

(5 o) ()= (5)

De la segunda fila: 0 = 0 (se cumple automaticamente).

Resolvemos (A — 3)w = w:

De la primera fila: wy = 1.

La variable w; es libre. Tomamos w; = 0 (la eleccién mas simple):

=0

Paso 5: Escribir las dos soluciones linealmente independientes.

Para un autovalor doble no diagonalizable, las dos soluciones son:




Paso 6: Escribir la solucién general.

1 t t
y(t):cle?’t( >+Cze3t( ):egt<61+c2 )
0 1 C

Paso 7: Aplicar la condicién inicial y(0) = (1,2)7.

()20

Ent =0:

Portanto:c; = 1, cy = 2.

Solucion final:

y(t) = e <122t)

Comprobando componente a componente: z(t) = e3t(1 + 2t), y(t) = 2e3t.

Verificacion: ' = 3e3(1 + 2t) + 2e% = €3!(3 + 6t + 2) = €3(5 + 6t). Por otro lado,

3z +y=3e(1+2t) + 2 = €% (3 4 6t + 2) = * (5 + 6t) v

Interpretacion: Como A = 3 > 0, el equilibrio es un nodo impropio inestable. Todas las

trayectorias se alejan del origen tangentes a la direccién del autovector u = (1, O)T.

Ejercicio 3: nodo impropio (A = 3 doble, no diag.)
60 = xlt) numérica
= y(t) numérica
o x(t)=e1 +2t) analitica

5y = yit)=2e analitica

Solucion
&8

10

0.0 0.2 0.4 0.6

0.8 10

Ejercicio resuelto 4: Sistema no homogéneo (variacion de parametros)



Dmmy:(i ;)y+ﬁi>wm:<9.

Paso 1: Resolver el sistema homogéneo — calcular autovalores de A.

A1
A=
v (5 )

det(A— M) = (=N (=3=XN)—(1)(=2) =32+ X2 +2=22431+2=0

Factorizamos: A2 + 3A +2 = (A + 1)(A + 2) = 0.

A=-1, X=-2|

Paso 2: Calcular los autovectores.

Para)\; = —1: (A+ I)u; = 0:

A+I:( ! 1)
-2 =2

1 1
Fy, < F5 + 2F7:
2 2 1 (0 0)

De la primera fila: u; + u9 = 0 =— u; = —uy. Tomando uy = —1:

m:<i)

A4l = ( 21 )
-2 -1

Para \y = —2: (A + 2)ux = 0:

2 1
Fy <+ Fy + Fy:
2 2 1(0 O)

De la primera fila: 2u; + uy = 0 — uy = —2u;. Tomando u; = 1:

w= ()

Paso 3: Construir la matriz fundamental Y (¢).

Y(t) = (etu; e ?uy) = ( eit _e% )




Paso 4: Calcular Y (t) ! usando la férmula para matrices 2 x 2.

b d b
Recordemos: si M = <a > entonces M1 = 1 < )
c d ad=bc \ _¢ g

Primero, el determinante de Y'(¢):
detY(t) = (e ") (2 %) — (e ) (e ') = 2 ¥ 4% = -
Aplicamos la formula:
y() ! = 1 —26__2: —e__jt _ —2e7 % _eg72
et \ —(—et) e ot ot

Multiplicamos —et por cada entrada:

263t . g2t g3t o2 %¢t et
-1 _ _
Y(t) o < 3t _—t 3t —t | 2t 2t

—€ -€ —€ -€

Paso 5: Calcular Y (t) ~1f(2).

v - (" %) (L)

Primera componente: 2e’ -0+ e’ - et =0+ e’ = 1.

Segunda componente: —e* - 0 + (—e?*) . et =0 — et = —¢.

Paso 6: Integrar cada componente de 0 a ¢.

JRCRCTEYA ()= ( ff—ldd) (L) = (o)

Paso 7: Calcular la solucién particular y (t) = Y (t) - fot Y(s)"f(s)ds.
et e 2t t
t) =
Y»(?) (—e_t —2e‘2t> <—et + 1)

et tte . (—etl)=te!—e . eteH . 1=te’—elt+e?

Primera componente:

Segunda componente:



Paso 8: Verificar la condicion inicial.

Como usamos la integral definida de 0 a ¢, la condicidn inicial ya esta incorporada. Verifiquemos:

0-1-1+4+1 0
0 — - — /
¥»(0) (0-1+2—2> (o) Yo
No necesitamos sumar la solucién homogénea con constantes adicionales porque la Cl ya se
satisface.

Solucion final:

te—t o e—t + e—2t
y(t) = ( B o

—te t+ 27t — 2

Verificacion rapida de 2(0) y y(0): ambos dan 0 v

Interpretacion: Los autovalores \; = —1, Ay = —2 son ambos negativos, por lo que el sistema
homogéneo tiene un nodo estable. La solucién del sistema no homogéneo tiende a 0 cuando
t — oo porque tanto la homogénea como la particular decaen (el forzamiento e~! también

decae).
Ejercicio 4: no homogéneo y' = Ay + f(t)
= x(t) numérica
—— y{t) numérica
0.15 o x(t) analitica
m  yit) analitica
® c:00.0
0.10
=
=]
5]
S
g 0.05
0.00
-0.05




9. Catalogo completo de ejercicios: todos los patrones

#

10

Tipo

2x2 autovalores
reales distintos

2x2 autovalor
repetido
diagonalizable

2x2 autovalor
repetido NO
diagonalizable

2x2 autovalores
complejos
conjugados

3%3
diagonalizable
(mixto
real/complejo)

No
homogéneo:
variacion de
pardmetros

No
homogéneo:
coeficientes
indeterminados

No
homogéneo:
Laplace

Clasificar punto
de equilibrio

Reduccién de
ordenn a
sistema

Método

Diagonalizacién

Nodo estrella

Jordan / cadena

Euler

Diagonalizacion

Y() [Y'fdt

Propuesta +
sustitucion

(s — A)7?

Traza +
determinante

Variables de
estado

Ecuacién clave Dificultad
y = > cieitu, Media
y = eM(ciy
Baja

+ cauy)
y, = eM(tu + w) Alta
e [v cos 5t

[ . b Media
— w sin ft]
Combinar tipos 1y 4 Alta
Inversion de Y'(¢) Alta
(b —A)c=Db Media
Fracciones parciales Alta
tr(A), det(A), A Baja
Matriz compafiera Baja

9.1 Tipo 1: 2x2 con autovalores reales distintos

y(t) = cie

A

A

1tul + co€e 2tu2

Procedimiento detallado paso a paso:

Paso 1: Escribir la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0.



Para A = (a b):
c d

det(a;)\ df/\) —(@a=A(d—=X) —bc=0

Expandir: A2 — (a + d)X + (ad — bc) = 0, es decir A> — tr(A)\ + det(A) = 0.

tr(A)++/tr(A4)2—4det(A)

Resolver con la férmula cuadrética: A = 5

Este tipo corresponde al caso A = tr(A4)? — 4det(A) > 0 (discriminante positivo, dos raices
reales distintas).

Paso 2: Para cada autovalor )\;, plantear (A — )\iI)ui = 0y reducir.

4 —
Ejemplo concreto:siA; =2y A = (6 3) :

_ Fy,—3F: _
A_2I:<2 3) y—3F) (2 3)
6 —9 0 0

De la primera fila: 2u; = 3us. Elegir uy para evitar fracciones: us = 2 — wu; = 3, dando
u; = (3, 2)T.

A

Paso 3: Escribir la solucién general con las dos soluciones linealmente independientes eMtu; y

Aot

€“"Ua.

Paso 4: Aplicar CI. En t = 0 las exponenciales valen 1, obteniendo el sistema:

C1
up w =Yy
Co

Resolver por sustitucién, Cramer o eliminacion gaussiana.

Clasificacion del equilibrio:

* )\, Ay < 0 — nodo estable (todas las trayectorias convergen al origen)

* )i, Ay > 0 — nodo inestable (todas divergen)

* A1 - A2 < 0 — punto de silla (inestable; las trayectorias se acercan por una direccién y se
alejan por otra)

Errores frecuentes:

e Olvidar el signo al calcular —bc en el determinante
* No simplificar el autovector (cualquier multiplo escalar no nulo es valido)
e Al aplicar CI, resolver mal el sistema 2 x 2



9.2 Tipo 2: 2x2 con autovalor repetido diagonalizable (nodo estrella)

Ocurre cuando A = \I (caso raro pero posible en examen).

y(t) = e¥(cier + czez) = My

Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Calcular det(A — AI) = 0.
Se obtiene (Ag)? = 0, es decir un autovalor doble A\ = .

Paso 2: Verificar que es diagonalizable. Calcular A — A\ I:

0 O
e SiA— M\l = (0 0) (la matriz cero), entonces si es diagonalizable (tipo 2, nodo estrella).
e SiA— Aol # 0, es no diagonalizable (tipo 3, nodo impropio). Ir a la seccion 9.3.

Paso 3: Cuando A = \yI, cualquier vector no nulo es autovector. Podemos usar la base

1 0
€ = 0/’ € = 1
Paso 4: Solucién general:

1 0 c1
¢ Aot Aot Aot
y( ) cLe ( 0 ) c2¢ 1 ¢ Co

C1

canénica:

Paso 5: Aplicar CI.Ent = 0: ( > =y, asi que la solucién es simplemente:

Co

y(t) = eMy,

Ejemplo concreto: A = (_3 0 ) = ( 2 )
Jemp ' 0 -3)70 1)

det(A — M) = (-3 —X)>=0 = X = —3(doble).

A—(-3)= (8 g) = 0. Es tipo 2.

Truco: La exponencial matricial es simplemente e? = '], asi que y(t) = e™'I -y, = eMly,,.



Geometria: Todas las trayectorias son rectas que pasan por el origen (de ahi el nombre "nodo
estrella"). Si Ag < 0, convergen al origen; si Ay > 0, divergen.

9.3 Tipo 3: 2x2 con autovalor repetido NO diagonalizable

y, (%) eMu

yo(t) = M (tu + w)

donde u es el autovector y w es el vector generalizado que satisface (A — AI)w = u.
Procedimiento detallado paso a paso:

Paso 1: Calcular el autovalor doble .

det(A — AI) = 0 da A con multiplicidad algebraica 2.

Paso 2: Verificar que NO es diagonalizable.

Calcular A — AI. Si el resultado es distinto de la matriz cero (tiene rango 1), entonces es tipo 3.

El espacio propio tiene dimensién 2 — rango(A — AI) = 2 — 1 = 1: solo un autovector
independiente.

Paso 3: Encontrar el autovector u.

Resolver (A — AI)u = 0. Como el rango es 1, una fila es proporcional a la otra. De cualquier fila
no nula se obtiene la relaciéon entre u y us.

1 1
Ejemplo:Si A — A\ = (g 0), de la primerafila: ug = 0, uy libore — u = (O)

Paso 4: Encontrar el vector generalizado w.

(2 ()=()

Como el rango es 1, una ecuacién es redundante. Hay una variable libre; elegir el valor mas simple

Resolver (A — AI)w = w

(generalmente 0).

Ejemplo: 0 = 0 . De la primera fila: wy = 1. w; es libre, tomamos w; = 0:

O w2
(1)
W = .
1

Paso 5: Escribir las dos soluciones linealmente independientes:



Paso 6: Solucién general:
y(t) = c1y1(t) + caya(t) = €¥[(c1 + cat)u + cow]
Paso 7: Aplicar CI. Ent = 0: ciu + cow = y,,. Resolver el sistema 2 X 2 para ci, c2.
Error frecuente: Confundir con tipo 2. Siempre verificar si (A — AI) = 0 (tipo 2, nodo estrella) o
(A — \I) # 0 (tipo 3, nodo impropio).

Otro error: Intentar buscar dos autovectores independientes cuando solo hay uno. Si el espacio
propio tiene dimension 1, se necesita el vector generalizado w.

Geometria: Nodo impropio. Todas las trayectorias son tangentes a la direccion del autovector u
en el origen.
9.4 Tipo 4: 2x2 con autovalores complejos conjugados

v cos(Bt) — wsin(Bt)]
v sin(Bt) + w cos(St)]

Y1 (t)
Y2(t)

:ea
:ea

Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Calcular el polinomio caracteristico y obtener A = o + if3.
det(A — AI) = A2 —tr(A)X\ +det(4) =0
Si el discriminante A = tr(A)% — 4det(A) < 0, los autovalores son complejos:

A
o tr(A)zzl:\/Z _ tr(2A) jH,\/|2_| aiig

Zdet(A)—tr(A)?
> .

donde a = i;) ypB =
Paso 2: Tomar UN solo autovalor, digamos \; = a + i3, y resolver (A — A\;I)u = 0.

Las entradas de A — A1 I serdn nimeros complejos. Resolver el sistema como de costumbre, pero
con aritmética compleja.

-1 4
Ejemplo: A = ( 1 1 ) . Autovalores: A = —1 + 2i.

Parad\i = —1+2i: A — M1 = —% 4, .
-1 -2t

Delasegundafila: —u; — 24 - us = 0 — w1 = —21 - us.



—2i
Tomandous = l:u = ( ) )

Paso 3: Separar u en partes real e imaginaria: u = v + iw.
" —2i\ (0 n -2
L1 ) 1 0

—— N——

v w

Paso 4: Escribir las dos soluciones reales usando la férmula boxed de arriba.

Cona=-1,8=2:

0 —2 2sin 2¢
t)=e" cos 2t — sin2t| =et
" [(1) (0> ] (cosZt)
—2 —2cos 2
yo(t) =e! 0 gip o . cos9t| — ot <03 t
1 0 sin 2¢

Paso 5: Solucién general y(t) = c;y; (t) + c3y5(t).

Paso 6: Aplicar CI. En t = 0: evaluar y,(0) y y,(0), y resolver c;y, (0) + c2y,(0) = y,.

Clasificacion del equilibrio:

* a < 0: espiral estable (trayectorias espiralan hacia el origen)
* a > 0: espiral inestable (espiralan alejandose)
e a = 0: centro (6rbitas cerradas, periddicas, no asintéticamente estable)

Error frecuente: Olvidar que w lleva signo negativo en y, (el —w sin /3t) y positivo en y, (el
+w cos fSt).

Truco de verificacién: La solucién real no debe contener ¢ en ningun lugar. Si aparece ¢, hay un

error en la separacion real/imaginaria.

9.5 Tipo 5: 3x3 diagonalizable (mezcla real/complejo)

Se combinan los tipos anteriores. Tipicamente: un autovalor real + par complejo conjugado.
Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Calcular det(A — AI) = 0 (polinomio ctbico).

Para una matriz 3 X 3, el polinomio caracteristico es de grado 3:

p(A) = =A% +tr(A)A? — .- +det(4) =0



En la practica, si la matriz tiene estructura (ceros, bloques), desarrollar el determinante por la
fila/columna con més ceros.

1 0 0
Ejemplo:Para A= | 0 —1 2 |, laprimera filatiene dos ceros:
0 -2 -1
—1—-A 2 9
det(A — AI) = (1 — \) det , ) F NN g

Paso 2: Encontrar la raiz real ).
Técnicas: inspeccion directa, teorema de raices racionales, o Ruffini. En el ejemplo: A\; = 1.
Paso 3: Factorizar y obtener el par complejo.

Dividir el polinomio cubico por (A — A1) para obtener un factor cuadréatico. Aplicar formula
cuadratica al cuadratico.

R = 1426

En el ejemplo: (1 — A)(A2 +2X+5) =0.ParaA? + 2A +5=0: A =
Paso 4: Autovector real u; para \;.

Resolver (A — )\1I)u1 = 0 reduciendo a forma escalonada. Para la matriz del ejemplo:

0 O 0 1
A-TI=10 -2 2 — us =u3 =0, ui libre = wy=1{0
0 -2 -2 0

Paso 5: Autovector complejo para a + i3, separar en v + iw.

Resolver (A — (a + ¢8)I)u = 0 con aritmética compleja. El autovector tendrad componentes
complejas.

Separar:u = v + iw donde v, w € R>,
En el ejemplo: u = (0, 1,7)%, dando v = (0,1,0)%, w = (0,0, 1)T.
Paso 6: Escribir las tres soluciones reales linealmente independientes.
yi(t) = ey
Y, (t) = e*[v cos Bt — w sin St
y3(t) = e*[vsin Bt + w cos St]

Paso 7: Solucién general y CL. y(t) = c1y; + c2y, + c3ys. Evaluarent = 0y resolver sistema
3 x 3.



Truco: En 3x3, si la traza tr(A) = A\; + 2ay el determinante dan pistas sobre los autovalores.
También: la suma de autovalores = traza, el producto = determinante.

Estabilidad del equilibrio 3D:
e Estable si todos los autovalores tienen parte real negativa (A\; < Oy a < 0)

* Inestable si alguin autovalor tiene parte real positiva

9.6 Tipo 6: No homogéneo por variaciéon de parametros

y,(t) =Y(t) [ Y(s) '£(s)ds

to

Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Resolver el sistema homogéneo y' = Ay.

Encontrar autovalores y autovectores de A (usando tipos 1-5 segun corresponda). Construir la
solucién general homogénea.

Paso 2: Construir la matriz fundamental Y'(¢).

Las columnas de Y (¢) son las soluciones linealmente independientes del homogéneo:

ot o2t
Yit) = <—e‘t —2e‘2t>

Paso 3: Calcular Y (¢) ! usando la férmula para matrices 2 x 2.

_f(a b\ . 41 1 d -b
ParaM-(c d).M —adbc<_c a)'

Paso 3a: Calcular el determinante:

detY(t) = (e ") (—2e %) — (e ) (—e ) = 2% + % = %

Paso 3b: Aplicar la formula:

€ €

1 _267215 _ef2t
-1
Y(t) o _egt( —t —t )

Paso 3c: Simplificar multiplicando —e¥ por cada entrada, combinando exponenciales:



Paso 4: Calcular el producto Y'(s) 1f(s).

Multiplicar la matriz Y'(s) " por el vector de forzamiento f(s). Simplificar cada componente
(combinar exponenciales, etc.).

Paso 5: Integrar cada componente de ¢ a ¢:

ftz [componente 1] ds

[O Y (s) M (s) ds

t
J,, [componente 2] ds

Cada integral es una integral escalar estandar (exponenciales, polinomios, trigonométricas...).
Paso 6: Multiplicar por Y (¢) para obtener la solucion particular:

resultado integral 1 )

t)=Y(?)-
Y»(t) ®) (resultado integral 2
Expandir el producto matricial componente a componente y simplificar.
Paso 7: Solucién completa = homogénea + particular:

y(t) = a1y (t) + c2y,(t) +y,(¢)

Si se usa la integral definida desde (el punto de la CI), las constantes ci, c2 se determinan
directamente de la CI. Si se usa integral indefinida, aplicar CI al final.

Cuando usar: Siempre funciona. Es el método méas general. Preferirlo cuando f(¢) no es
polinomio, exponencial o sinusoidal (ej: sect, tant, Int, 1/¢).

Errores frecuentes:

e Invertir mal la matriz (confundir posiciones en la formula 2 x 2)

3t ,—2t t

¢ Olvidar simplificar las exponenciales al multiplicar e** - e™** = e

 No integrar correctamente (especialmente productos tipo te% que requieren integracién por
partes)

9.7 Tipo 7: No homogéneo por coeficientes indeterminados

Procedimiento detallado paso a paso:

Paso 1: Identificar la forma de f(¢) y proponer la solucién particular Y, segun la tabla:



f(t) tiene la forma... Proponery,(t) =

a (constante) c (vector constante)
aet cett

acoswt + bsin ccoswt + dsin
wt wt

at” + - - - (polinomio grado n

Paso 2: Verificar resonancia. Si u (de la exponencial propuesta) coincide con un autovalor de A4,
multiplicar toda la propuesta por t. Si es autovalor doble, multiplicar por t2.

Ejemplo: Si f(t) = ae™*y Ay = —1 es autovalor de A, proponer y, = tce " en vez de ce".
Paso 3: Calcular y,(t).
Derivar la propuesta. Por ejemplo, si Y, = celt:
Yp = ucet

Siy, = ccoswt + d sinwt:

yp, = —wesinwt + wd cos wt
Paso 4: Sustituir en la ecuacién y;, = Ay, + f(t).
Reemplazar y agrupar los términos segun las funciones (", cos wt, sin wt, tk, etc.).

Paso 5: Igualar coeficientes.

Como las funciones son linealmente independientes, los coeficientes de cada funcion deben
coincidir en ambos lados. Esto genera un sistema algebraico para los vectores incognita (c, d,
etc.).

Ejemplo con exponencial: De pce'* = Ace* + ae*, simplificando e**:
pc=Ac+a = (ul —A)c=a = c=(ul — A) 'a
(Esto funciona siempre que u no sea autovalor de A; de ahi la regla de resonancia del paso 2.)

Ejemplo con trigonométrica: Igualar coeficientes de cos wt y sin wt por separado, obteniendo un
sistema 2n X 2n (donde n es el tamafo de la matriz).

Paso 6: Solucion completa = homogénea + particular. Aplicar CIL.

Cuéndo usar: Cuando f(t) es combinacién de polinomios, exponenciales y/o funciones
trigonomeétricas.



Ventaja sobre variaciéon de parametros: No requiere calcular Y(iﬁ)_1 ni integrar.
Desventaja: No funciona para f(t) arbitrarios (ej: sect, In t).
Error frecuente: Olvidar la regla de resonancia. Si p es autovalor y no se multiplica por ¢, el

sistema para c¢ sera singular (sin solucién).

9.8 Tipo 8: No homogéneo por transformada de Laplace

Y(s) =(sI— A) [y + F(s)]

Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Aplicar £ a ambos lados de y' = Ay + f(¢):
L{y'} = AL{y} + L{f}
Usando la propiedad L{y'} = sL{y} — y(0):
sY(s) —yo = AY(s) + F(s)
Paso 2: Despejar Y (s).
(sI - A)Y(s) =y, + F(s) = Y(s) = (s] — A) [y, + F(s)]

Paso 3: Calcular (sI — A)~! explicitamente.

Para2><2:sI—A:<8_a b )

—c s—d
det(sI — A) = (s — a)(s — d) — (=b)(—c) = s* — (a + d)s + (ad — bc)

Notar: det(sI — A) es el polinomio caracteristico evaluado en s (mismo que det(A — AI) con

A=)
(T-A)y 1= — <s_d b)

B det(sI — A) c s—a
0 1
Ejemplo: A = :
jemplo (_2 _3)

-1
sI—A:<s ), det =5(s+3)+2=5"+35s+2=(s+1)(s+2)
2 s+3

(s —A)~' = (8+1)1(8+2) (8:;3 i)

Paso 4: Multiplicar por [y, + F(s)].

Cada componente de Y(s) sera una fraccion racional en s (cociente de polinomios).



Ejemplo: Cony, = (0,0)T y f(t) = (0,e )T, F(s) = (0, =)T:

1 s1+3 1 0 1 sil
Y(s) = (5+1)(3+2)< —2 5) (SL): (8+1)(3+2)<58 )

1
(s+1)*(s+2)
(s+1)2(s+2)

Paso 5: Descomponer en fracciones parciales cada componente.

1 . A B c
Para (5+1)2(s+2).proponer pamy + 511 + iz
Multiplicar por el denominador, sustituir valores convenientes (s = —1, s = —2) y resolver.

Paso 6: Aplicar £ " a cada término usando la tabla:

1 1
£t { } —=e @ £t {—} =te ™, etc.
s+a (s + a)?

Cuando usar: Cuando hay condiciones iniciales incorporadas directamente (el método ya las

incluye desde el principio). Especialmente util con funciones discontinuas (escalén de Heaviside,
impulso delta de Dirac).

Ventaja: Las CI se incorporan automaticamente, no hay que sumar homogénea + particular por
separado.

Desventaja: La descomposicion en fracciones parciales puede ser laboriosa para sistemas
grandes.

Error frecuente: Confundir sI — A con A — sI (el signo importa para la inversa).

9.9 Tipo 9: Clasificar punto de equilibrio sin resolver

Dadoy’ = Ay con A una matriz 2 x 2, clasificar el equilibrio usando solo 7 = tr(A4) y
d = det(A).

Procedimiento detallado paso a paso:
Paso 1: Calcular la traza y el determinante.

T =tr(A) = ay; + a9, d = det(A) = aj1a99 — ajpas;
Paso 2: Calcular el discriminante.

A=712-46



Recordar que A es el discriminante del polinomio caracteristico A> — 7\ + § = 0, asi que:

¢ A > 0: dos autovalores reales distintos
e A = 0: autovalor real doble
e A < 0: par complejo conjugado

Paso 3: Clasificar segun la tabla:

Condicién Tipo Estabilidad
0<0 Silla Inestable
0>0,A>07<0 Nodoestable Asintéticamente estable
6>0,A>07>0 Nodoinestable Inestable
60>0,A<0,7<0 Espiral estable Asintéticamente estable
6>0, A<0,7>0 Espiralinestable Inestable
60>0,7=0 Centro Estable (no asintéticamente)

0>0,A=0,7#0 Nodo (impropio o estrella) Depende del signo de T
0=20 Caso degenerado Recta de equilibrios
Légica de la clasificacion:

e § < 0significa que los autovalores tienen signos opuestos (uno positivo, uno negativo) —
silla.

0 > 0y 7 < 0 significa ambos autovalores tienen parte real negativa — estable.

0 > 0y 7 > 0significa ambos autovalores tienen parte real positiva — inestable.

A < 0 significa autovalores complejos — espiral o centro.

7 = 0con d > 0 significa parte real cero (¢ = 0) — centro.

L . -1 4
Ejercicio resuelto: clasificar A = ] ]

Paso 1: Calcular Ty d:

= (1 + (-1 = -2
Paso 2: Calcular A:

Paso 3: Clasificar:

e ) =5 > 0(noessilla, no es degenerado)



e A = —16 < 0 (autovalores complejos conjugados)
e 7= —2 < 0 (parte real negativa)

Segunlatabla:d > 0, A < 0,7 < 0 = Espiral estable

—244/—16

Verificacién: Los autovalores son A = 5

= —1 4 24. Partereal @ = —1 < 0. Confirmado:
espiral estable.

Error frecuente: Calcular mal el determinante, especialmente cuando hay signos negativos en la

posicion (1,2) o (2,1). Recordar: det = aj1a22 — a12a21, donde aj2as; incluye los signos de las
entradas.

Clasificacion de equilibrios: plano (T, §)

Espiral estable

Espiral inestable
8 Nodo estable

Modo inestable

PRSI 2, 5=5

—— A=0:5=T1%/4

det(A)

td
Ay

Determinante &6
(%]
d
rd
'
rd
I
rd
i
\
A"
AY
\
\
Y
A"

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Traza T =tr(A)

9.10 Tipo 10: Reduccion de EDO de orden n a sistema
Procedimiento detallado paso a paso:

Paso 1: Partir de la EDO de orden n:



x(n) _|_ an_lm(n_l) _|_ . _|_ alml —|— agxr = g(t)
Paso 2: Definir las nuevas variables (una por cada derivada hasta orden n — 1):

n=x Y2= xla Y3 = CB”, ceey Yn = x(n—l)

Paso 3: Escribir las ecuaciones del sistema. Las primeras n — 1 ecuaciones son triviales:
I I — / —

Yq Y2, Y, Ys, -5 Y, g Yn

La ultima ecuacion viene de despejar 2™ de la EDO original:

y;L = x(”) = —QoY1 —a1Ys — -+ — Qp_1Yn + g(t)

Paso 4: Identificar la matriz compafiera A y el vector de forzamiento:

/ 0 1 0 0 \ 0

0 0 1 ‘e 0 0

A= : . : J £(t) = :
0 0 0 - 1 0
\—ao —ay —az --- _an—1) g(t)

Propiedad clave: Los autovalores de A son exactamente las raices del polinomio caracteristico de
la EDO:

ANt @ N e @A+ ag=0

Ejercicio resuelto: reducir " + 62" + 112’ 4+ 62 = sint
Paso 1: Identificamos n = 3, ap = 6, a1 = 11, a2 = 6, g(t) = sint.
Paso 2: Definimos las variables:

Y=o, Y2=2, Y=<

Paso 3: Escribimos el sistema:

y{ =Y
Ys = Y3
ys = —6y; — 11y, — 6ys + sint
La dltima ecuacién viene de: " = —6x — 112’ — 62" + sint = —6y; — 11y, — 6ys + sint.

Paso 4: La forma matricial esy’ = Ay + £(¢):

0 1 0 0
A= 0 0 1 , f(t) = 0
-6 —-11 -6 sint



Paso 5: Verificamos los autovalores. El polinomio caracteristico de la EDO es:

AP+ 6M° + 11X +6 =0
Probamos A = —1: (—1)3 +6(-1)2 +11(-1) +6=—-1+6—-11+6=0

Dividimos por (A + 1) usando Ruffini:

-1 -1 ) —6

15 6 0

Resultado: A2 45X + 6 = (A + 2)(X + 3) = 0.

D=1, M=-2 X= 3

Todos negativos: el sistema homogéneo es asintéticamente estable. La solucién particular
(forzada por sin t) sera una oscilacién sostenida.

Condiciones iniciales: Sila EDO original tiene z(0) = z, 2'(0) = vy, 2" (0) = ay, entonces para
el sistema:

y(0) = | v

Error frecuente: Poner los coeficientes a; con el signo incorrecto en la Gltima fila de A. Recordar
que van con signo negativo (—ag, —a1, . . .).



Campo de direcci

i

ones y trayectorias: espiral estable (A = —0.2 = 1.5/)

P~

10. Resumen y tabla de férmulas clave

y = cieMtuy

A

+ coe 2tu2

e*[v cos Bt

— w sin ft]

Férmula

Uso

Homogéneo
con autovalores
reales distintos

Solucién real a
partir de
autovalor



silla

tr(A) <0,
det(A4) >0
—
estable
A=r12
-4 <0

—
espiral/centro

wi(t)
= W(to
)etr(A)(t—t)

Uso

complejo
a+1if

Autovalor
repetido no
diagonalizable
(2a solucion)

Variacion de
parametros

Coeficientes
indeterminados
(¢ no
autovalor)

Método de
Laplace

Clasificacién
rapida

Clasificacion
rapida

Discriminante
del plano (7, 6)

Férmula de
Abel-Liouville

Regla mnemotécnica para la estabilidad: "Traza negativa = amortiguamiento = estable".



