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1 Leccion 5 - Ecuaciones en Derivadas Parciales

Ampliacion de Matematicas - GIERM

1.1 Objetivos de aprendizaje

o Comprender la clasificaciéon de las tres EDPs fundamentales: onda, calor y Laplace

¢ Resolver problemas de valores propios de Sturm-Liouville con distintas condiciones de con-
torno

o Aplicar separacion de variables a la ecuacién de onda y obtener la solucién de Bernoulli

» Resolver la ecuacién de calor y entender la diferencia con la de onda (decaimiento vs. os-
cilacion)

e Manejar condiciones de contorno no homogéneas mediante descomposicién en estado esta-
cionario

e Conocer la féormula de D’Alembert para la ecuacién de onda

Configuracién lista.

1.2 1. Introduccién a las Ecuaciones en Derivadas Parciales

Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es una ecuacién diferencial que involucra una
funcién de varias variables independientes y sus derivadas parciales. A diferencia de las EDOs
(una sola variable independiente), las EDPs modelan fenémenos que dependen del espacio y del
tiempo simultdneamente.

1.2.1 Variables y condiciones

o Variables independientes: tipicamente z (espacio) y ¢ (tiempo)

» Condiciones de contorno (CC): impuestas en los extremos espaciales del dominio (z = 0,
x=1L)

o Condiciones iniciales (CI): impuestas en ¢t = 0 (estado del sistema al inicio)

1.2.2 Las tres EDPs fundamentales



EDP Ecuacién Fenémeno Comportamiento

Ecuacién  u, = c?u,, Cuerda vibrante, Oscilacién periddica

de onda sonido

Ecuaciéon u, = ku,, Difusién térmica Decaimiento exponencial

de calor

Ecuacién  u,, +u,, =0 Estado estacionario, Equilibrio (sin evolucién temporal)
de electrostatica

Laplace

Clave: la ecuacion de onda tiene derivada segunda en ¢ (oscilacién), la de calor tiene derivada
primera en t (decaimiento irreversible).

1.2.3 Meétodo general: Separacion de variables

El método consiste en proponer u(z,t) = v(x) - 2(t) y sustituir en la EDP. Esto genera: 1. Un
problema de valores propios en z (ecuaciéon de Sturm-Liouville) — determina las autofunciones
2. Una EDO en t — se resuelve una vez conocidos los valores propios

1.3 2. Problemas de valores propios (Sturm-Liouville)

El problema fundamental que aparece en la separacién de variables es:

V(@) + Av(z) =0, 0<z<I

con distintas condiciones de contorno. Los valores de A para los que existe soluciéon no trivial
se llaman valores propios y las soluciones correspondientes son las autofunciones (o funciones

propias).

1.3.1 2.1 Condiciones de Dirichlet: v(0) =0, v(L) =0

’f7,27'l'2 nmnx

)‘n = ?’ vn(x) = sjn<T> , n=1,23,..

1.3.2 2.2 Condiciones de Neumann: v'(0) =0, v'(L) =0

2.2

)\n:%, v, () :cos,(?), n=0,1,2,..
Nota: el caso n =0 (A\y =0, vy = 1) es valido.
1.3.3 2.3 Mixtas tipo I: v(0) =0, v'(L) =0
_ (2n+1)2n? L (@2n+ D7z B
A, = iz v, () = sin 1) n=20,1,2,..




1.3.4 2.4 Mixtas tipo II: v'(0) =0, v(L) =0

(2n + 1)%n? (2n + 1)mx

)\n == T, Un(l') = COS(M) s n = 0, 1,2,

1.3.5 2.5 Condiciones periédicas: v(0) =v(L), v'(0) = v'(L)

An2m? 2 2
A, = TZ;, vn(a:):{cos< ngx),sin< ngrx)}’ n=20,1,2,..

Cada valor propio (n > 1) tiene multiplicidad 2 (seno y coseno).

1.3.6 Tabla resumen

Tipo CC A, v, () n empieza en

22
Dirichlet- nL72r sin(nmax /L) n=1
Dirichlet

n’m?
Neumann- N7 cos(nmz/L) n=>0
Neumann
1 2.2

Dirichlet- W sin((2n + n=0
Neumann - 1)mz/(2L))

2 1
Neumann- Gn+ 1) ILQ) T cos((2n + n=>0
Dirichlet 1)mz/(2L))

Autofunciones de Dirichlet: v(0) =0, v(L)=0

1.00
0.75
0.50
025 /
= 000
=
-0.25
-0.50
= Vv1=sin(lmx/L)
075 e v;=sin(2mx/L)
= V3 =sin(3nmx/L)
-1.00 va =sin(4mx/L)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




1.4 3. Ecuacién de onda
1.4.1 3.1 Planteamiento

La ecuaciéon de onda modela la vibraciéon de una cuerda tensa de longitud L:

Uy = 2 Uy, 0<z<L, t>0

donde ¢ > 0 es la velocidad de propagacion de la onda.
Condiciones de contorno (extremos fijos):
u(0,t) =0, u(L,t) =0 Vt>0

Condiciones iniciales:

u(z,0) = f(x) (desplazamiento inicial), uy(x,0) = g(x) (velocidad inicial)

1.4.2 3.2 Separacién de variables

Se propone u(x,t) = v(x) - z(t). Sustituyendo en la EDP:

v(@) /(1) = v (@) 2(t) = 2% N U;f)) -

Esto genera dos EDOs:

v”(x) + Av(zr) =0 (Sturm-Liouville)

2" (t) + Ac? z(t) =0 (oscilador arménico)

Con CC de Dirichlet: A\, = n?r?/L? v, = sin(nmx/L).
La EDO temporal: 2/ + (nwc/L)?z, =0 = z,(t) = a,, sin(nwct/L) + b,, cos(nmct/L).

1.4.3 3.3 Solucién de Bernoulli

ooty = 3 sin("22) [ sin(2) 4, o720

n=1

Donde los coeficientes se determinan por las condiciones iniciales:

9 L
b, = — / f(z) sin(@> dz (coeficientes de Fourier seno de f)
L L




1.4.4 3.4 Caso especial: g(x) =0 (sin velocidad inicial)
o0 . /nTx nmct
u(x,t) = ; b, &n(T) cos< 7 )

1.4.5 3.5 Solucién de D’Alembert

Forma alternativa para la ecuaciéon de onda en dominio infinito o extensiones:

lu(w,t) = p(x + ct) + Pla — ct) |

donde ¢ y 9 son las extensiones impares y 2L-peridédicas de funciones determinadas por
fyg -Sig=0 o) =1v(s) = f(s)/2 donde f es la extension impar 2L-peridédica de f -
u(, ) = 3[f(@+ ct) + fla — cb)

Cuerda vibrante (primer modo): u(x, t) = sin(nx/L)cos(rct/L)
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1.5 4. Ecuacién de calor
1.5.1 4.1 Planteamiento

La ecuacién de calor modela la difusién térmica en una barra de longitud L:

‘ut:/ﬁum, 0<x<L, tzO‘

donde k > 0 es la difusividad térmica.

Condiciones de contorno (extremos a temperatura cero):
u(0,t) =0, u(L,t) =0 Vt>0
Condicién inicial: u(z,0) = f(x).

1.5.2 4.2 Separacién de variables

Con u(z,t) = v(zx) - 2(¢):

Problema espacial (Sturm-Liouville): v” + Av = 0 con Dirichlet — )\, = n?x?/L? v, =
sin(nma/L).

Problema temporal: 2'(t) + A\, k2(t) =0 = z,(t) =e¢

—n2?n2kt/L2

1.5.3 4.3 Solucién

u(z,t) = an sin(?) e nimnt/L?
n=1

L
0

b, = 12;/ f(z) sin(?) dz

1.5.4 4.4 Diferencia fundamental: calor vs. onda

Aspecto Ecuacién de onda Ecuacién de calor

Derivada en ¢ uy, (segunda) u, (primera)

Factor temporal sin, cos — oscilacion e~ — decaimiento

Largo plazo Vibra indefinidamente Tiende a estado estacionario
Reversibilidad Reversible en ¢ Irreversible




1.5.5 4.5 Estado estacionario (¢t — c0)

o Con CC homogéneas (u(0,t) = u(L,t) = 0): u — 0 (toda la barra a temperatura cero)
e Con CC no homogéneas (u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,): u—v(x) =T, + IZZ—TLCL' (perfil lineal)

Ecuacion de calor: difusién de u(x, 0) = sin(mx/L)

1.0

g difunde — laamplitud decae

0.8

0.6

u(x, t)

0.4

0.2

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Comparacion: oscilacion (onda) vs. decaimiento exponencial (calor)

—— Onda: |cos(mct/L)| (oscila)
1.0

—— Calor e *"* (decae)

0.8

=]
[=2]

Amplitud maxima

S
=

0.2

0.0
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1.6 5. Ecuacion de calor con condiciones de contorno no homogéneas

1.6.1 Planteamiento

Up = K Ugy, u<07t> = T17 u(L7t> = T27 U(IE,O) = f(l‘)



Las CC no son cero, asi que no se puede aplicar directamente la separacion de variables.

1.6.2 Método: descomposicion en estado estacionario + transitorio
Se escribe u(z,t) = v(z) + w(z,t) donde:

1. Estado estacionario v(z): satisface v” =0 con v(0) =T}, v(L) = T,,.

v(x) =T, +

2. Transitorio w(z,t) = u(x,t) — v(z): satisface la ecuacién de calor con CC homogéneas:
Wy = KW,y w(0,t) =0, w(L,t)=0

w(x,0) = f(z) —v(z) (condicién inicial modificada)

3. Solucidn del transitorio (serie de Fourier seno):

&)
t) = Z b, Sjﬂ(fmgm) eimt/L?
n=1
2
b, L/ ]Sm(nzx)dx

4. Solucién completa:

T, =T, o
2 - L. + an Sln<n2x> e—'r127r21'-ct/L2

u(z,t) =1, +

Error frecuente: olvidar restar v(x) de la condicién inicial al calcular b,,.

1.7 6. Ejercicios resueltos
1.7.1 6.1 Ecuacién de onda: desplazamiento inicial triangular

Ejercicio resuelto: Onda con f(z) = z(L — ), g = 0 Datos: u,, = c®u
u(0,t) = u(L,t) =0, u(z,0) = 2(L — x), u,(x,0) = 0.

0<z <L,

X —

Paso 1: Como g = 0, tenemos a,, = 0 para todo n. La solucién es:

oo

u(x,t) = Z b, sin(?) cos(mlrft)

n=1

Paso 2: Calcular b,,:



9 L
b"_L/O x(L—m)sin(?) dx

Integrando por partes dos veces (o usando la tabla de integrales):

8L?
2 4L 1—(=1)" —— sin impar
b, =—" . =< nd37w3
L n3n3 2 .
0 si n par

Paso 3: Solucion final:

8L2 & L. (2k + )7z cos (2k + 1)met
N )3 L L

Observacién: los coeficientes decaen como 1/n3, por lo que la serie converge rdpidamente.

1.7.2 6.2 Ecuacion de onda: velocidad inicial

Ejercicio resuelto: Onda con f = 0, g(z) = 1 Datos: u, = c*u
u(L,t) =0, u(z,0) =0, u,(z,0) = 1.

TxT)

Paso 1: Como f =0, tenemos b,, = 0 para todo n. La solucién es:

- nmx nmct
u(z,t) =) a sin(—) sin( >
2 asin(=7 sin( 77

Paso 2: Calcular a,,:

L
2 2 L
a,=— [ 1. sin(@> de = = 21— (—1)"]
nwce L nmwc nw
4L ..
———— sin impar
a, = n2m2c p
0 si n par

Paso 3: Solucion final:

u(z,t) = — i ! sin<<2k + 1)7m> Sin((%—i—l)m&)

me &= (2k +1)? L L

0<xz<L,u(0,t) =



1.7.3 6.3 Soluciéon de D’Alembert

Ejercicio resuelto: wu,, = 4u,,, L =2, f(r) = z(2—12), g =0 Datos: ¢> =4 = ¢ =2,
L=2,u(0,) = u(2,) = 0, f(z) = 2(2— 1), g = 0.

Paso 1: Con D’Alembert y g = 0:

w(z,t) = =[f(z +2t) + f(x — 2t)]

N

donde f es la extensién impar 4-periédica de f.

Paso 2: La extensién impar (2L = 4-periédica): - En [0, 2]: f(s) =s(2—s) - En [—2,0]: f(s) =
—(—5)(2—(—s)) = s(2 + s) - Periédica con periodo 4

Paso 3: Evaluarent =3/4: -2z +ct=2+3/2-z—ct =2 —3/2

Para =z € [0,2]: - x4+ 3/2 € [3/2,7/2]: reducir médulo 4 y aplicar extensién impar - x — 3/2 €
[—3/2,1/2]: usar extensién impar

Paso 4: Evaluarent = 1: -2 +2 € [2,4]: f(z+2)=—fd—(242)) = —2—=)(z) = —z(2— 1)
(va que f es impar y 4-periddica, f(s +4) = f(s) y f(4 —38) = f(—s) = —f(s))

~

o 2—2€[-2,0: flz—2)=—2—2)(z) =—x(2—1x)

u(z, 1) = %[—x(Q @)+ (22— 2))] = 22— 2)

‘u(m, 1)=—x(2—ux) ‘

Interpretacién: en ¢t =1 = T/2, la cuerda ha completado medio periodo y esta invertida respecto
a la posicién inicial.

1.7.4 6.4 Ecuacion de calor directa

Ejercicio resuelto: u, = u,,, u(0,t) = u(m,t) = 0, u(z,0) = sin(z) + 3sin(2x) Datos: x =1,
L=m.

Paso 1: La condicién inicial ya estd en la base de autofunciones {sin(nz)}:

u(z,0) =1-sin(x) + 3 - sin(2z)

Luego b; =1, by =3, b, =0 paran > 3.

Paso 2: Con L =7, k = 1: \,, = n?, y la solucién es:

o0
u(z,t) = Z b, sin(nx) e "t
n=1
Paso 3: Solucién:

10



u(x,t) = sin(z) et + 3sin(2z) e 4

Observacién: el segundo modo (n = 2) decae 4 veces mas rapido que el primero (e 4 vs e7?).

Los modos altos desaparecen antes — la distribucién se “suaviza”.

1.7.5 6.5 Calor con condiciones no homogéneas

Ejercicio resuelto: u, = u,,, u(0,t) = 0, u(1,t) = 100, u(x,0) = 50z Datos: K =1, L =1,

Paso 1: Estado estacionario:

T2 _Tl

v(z) =T, + x = 1002

Paso 2: Condicién inicial modificada:

w(z,0) = f(z) —v(z) = 50x — 100x = —50z

Paso 3: Coeficientes b,, del transitorio:

_—

n

— N

1 1
/ (—=50z) sin(nrx) de = —100/ xsin(nrz) dx
0 0

Integrando por partes:

/01 rsin(nrz) dr = [_xcos(mm)]: 4 1 /01 cos(nz) da = _cos(nm) _ (—1)n+

nim nm nm nim

(—D)™ 100(—1)"
nm - nm

b,, = —100 -

n J—

Paso 4: Solucién completa:

100 = (—1)" 2 2
u(z,t) = 100z + 100 Z (=) sin(nrx)e ™!

™ n

n=1

Verificacién: en t — oo, u(z,00) = 100x = v(z) (estado estacionario lineal). En ¢t = 0, u(z,0) =
100z 4 12037 % sin(nmz) = 100z — 50z = 50x v

1.8 7. Catalogo completo de ejercicios: todos los patrones

1.8.1 Tabla resumen

11



# Tipo Ecuacién clave Método
1 Problema de v+ =0+ CC Sturm-Liouville
valores propios
2 Ondacong=0 wu=)>b,sincos Series de Fourier seno
de f
3 Ondacon f=0 wu=)>a,sinsin Integrar g para a,,
4 Onda con fy g Solucién completa Bernoulli Ambos conjuntos de
coeficientes
5 D’Alembert u=@(z+ct) + Pz —ct) Extensién impar
periddica
6 Calor con u=>_b,sin-e” Series seno +
Dirichlet decaimiento
homogéneo
7 Calor con u=>b, cos-e”* Series coseno +
Neumann decaimiento
8 Calor con CC u=v(z)+w(z,t) Descomposicién
no homogéneas estacionario
9 Estado Uy, =0 =>u=azr+b EDO segundo orden
estacionario
10 Identificar tipo ~ Clasificar por derivadas Orden de 0,
de EDP

1.8.2 7.1 Tipo 1: Problema de valores propios

Dado v” + Av = 0 con condiciones de contorno, encontrar \,, y v, (z).

v(z) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz) (para A > 0)

Metodologia: 1. Escribir la solucién general (considerar A > 0, A = 0, A < 0) 2. Aplicar la
primera CC — eliminar una constante 3. Aplicar la segunda CC — obtener la ecuacion para A 4.
Los valores de A que dan solucién no trivial son los valores propios

Insight clave: solo A > 0 da solucién no trivial para CC de Dirichlet y Neumann. Para CC
periédicas, A = 0 también es valido.

Ejercicio resuelto: v” + v = 0, v(0) = 0, v(3) = 0 Paso 1: Solucién general (A > 0):
v = Acos(v/\x) + Bsin(v/z)

Paso 2: v(0) =0: A=0 = v = Bsin(v\z)

Paso 3: v(3) = 0: Bsin(3v/\) = 0. Para B # 0: 3v/A = nx

12



1.8.3 7.2 Tipo 2: Onda con desplazamiento inicial (g = 0)

u(x,t) = i b, sin(?) cos(mlr/d>

n=1

2 [t nwx
b, L/ f(z sin >dm

Metodologia: 1. Identificar que ¢ = 0 = todos los a,, = 0 2. Calcular b,, como coeficientes
de Fourier seno de f(x) 3. Si f ya es una combinacién de senos, leer directamente los b,, 4. Si no,
integrar por partes

Insight clave: la solucién es f “vibrando” — cada modo sin(nwx/L) oscila con frecuencia nwe/ L.

Ejercicio resuelto: u, = 9u,,, L =2, f(z) = 5sin(37z/2), g=0 Paso 1: ¢ =3, L =2. La
condicién inicial es exactamente b - sin(3wx/2) = by =5, resto b, = 0.

Paso 2: Solucién directa (un solo término):

t
u(x,t) = 5sin<372m> cos(g;r>

Truco para el examen: si f(x) ya es un seno de la forma sin(nwz/L), la solucién es inmediata
sin calcular integrales.

1.8.4 7.3 Tipo 3: Onda con velocidad inicial (f =0)

>0 nwx nmet
t)y=>» a, sin(—) sin( >
2 I 3

a, = 2/L g(z) sin<w> dz
n 0 17

nmwc

Metodologia: 1. Identificar que f =0 = todos los b,, = 0 2. Calcular a,, (ojo: lleva el factor

nfrc, no %) 3. El factor temporal es sin (no cos), porque la cuerda parte de reposo

Error frecuente: confundir la férmula de a,, con la de b,,. En a,, aparece nmc en el denominador.
Ejercicio resuelto: u, = 4u,,, L =m, f =0, g(z) = sin(x) Paso 1: ¢ =2, L = 7. Como
g(x) =sin(z) = sin(l . 7T£L'/7T) — g ya es sin(nmz/L) con n = 1.

Paso 2: a; = f sin(z)de=1.72=1

Resto: a,, = 0 para n > 2.

u(x,t) = %sin(m) sin(2t)

13



1.8.5 7.4 Tipo 4: Onda con f y g (caso general)
> t t
u(z,t) = ;sin<7?> [an sin(nzc > +b, cos(mzc )]

Metodologia: 1. Calcular b,, a partir de f(x) (coeficientes de Fourier seno) 2. Calcular a,, a partir
de g(x) (con factor 2/(nmc)) 3. Escribir la solucién completa

Ejercicio resuelto: u,, =u,,, L =1, f(x) =sin(rz), g(r) =sin(2rz) Paso 1: c=1, L = 1.

xx?

b, =1, resto b, = 0 (lectura directa de f).

1.
Paso 2: a, = ?21](; s1n2(27m)d;p: i.%.g: %
Resto a,, = 0.
Paso 3:

1
u(x,t) = sin(mz) cos(wt) 4+ o sin(27x) sin(27t)
T

1.8.6 7.5 Tipo 5: Solucién de D’Alembert

u(et) = 5lFe+ ) + Flo—ct) + o [ gleds

N =

donde f y g son extensiones impares y 2L-periddicas.

Metodologia: 1. Construir la extensiéon impar de f: f(—x) = —f(z) 2. Extender con periodo
2L: f(z+ 2L) = f(z) 3. Evaluar en los puntos = =+ ct, reduciendo al intervalo [—L, L] usando
periodicidad 4. Si g = 0, usar solo 3[f(z + ct) + f(z — ct)]

Insight clave: la extensién impar convierte CC de Dirichlet en periodicidad natural.
Ejercicio resuelto: u,, = u
2L = 2-periddica impar.

u(1/2,1) = 3[f(3/2) + f(~1/2)]

Paso 2: f(3/2): como 3/2 € [1,2], por periodicidad f(3/2) = f(3/2—2) = f(—1/2) = —f(1/2) =
—1/4

F(=1/2) = —f(1/2) = —1/4
Paso 3:

L=1, f(zr) =2(1—2z), g=0. Hallar u(1/2,1). Paso1l: c=1,

xx?

u(1/2,1) =

1 1
5(—1/4— 1/4) = 1

14



1.8.7 7.6 Tipo 6: Calor con Dirichlet homogéneo

t) = an sin(?) g—nimnt/L*
n=1

b, = E/OL f(z) Sin(?) dx

Metodologia: 1. Identificar x, L de la EDP y las CC 2. Calcular b,, como coeficientes de Fourier
seno de f(x) 3. Escribir la solucién (cada modo decae como e~ ™ #t/L7)

Insight clave: los modos altos (n grande) decaen mucho mas rapido (x e_”Q). Para t grande,
solo importa el primer modo.

Ejercicio resuelto: u, =3u,,, L =2, u(z,0) =2 Paso 1: k=3, L =2.

b :2/2xsin<m>dx:/2xsin(m>dx
"2 2 b 2

Paso 2: Integracion por partes:

2z nran1? 2 (7 nwx dcos(nm)  4(—1)"*t
[ 2 [ ooyt

nmw nmw nmw nmw
Paso 3:
4K (-1t
o =3 ()

1.8.8 7.7 Tipo 7: Calor con Neumann (u,(0,t) = u,(L,t) = 0)

Con CC de Neumann (extremos aislados), las autofunciones son cosenos:

u(x,t) = % + Z:l a, cos(—nzx) e~ mint/L?

2
a, L/ ) cos x)dx, n=20,1,2,...

Insight clave: el término aO / 2 sobrevive para t — oo — la temperatura final es la media de la

condici6n inicial: u(z,00) = + f flx

Diferencia con Dirichlet: con Dirichlet u — 0; con Neumann v — media (la energia se conserva
porque los extremos estén aislados).
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Ejercicio resuelto: v, =u,,, L =m, u,(0,t) = u,(7,t) =0, u(x,0) = cos(2z) +4 Paso 1: La
condicién inicial ya estd en cosenos: ay/2 =4 — ay, =8, a, = 1, resto a,, = 0.

Paso 2:

u(x,t) = 4 + cos(2x) e 4

Para t — oco: u — 4 (la temperatura media).

1.8.9 7.8 Tipo 8: Calor con CC no homogéneas (descomposicién)

_ T2 — Tl - b si nmr —n2m2kt/L?
u(z,t) = T, + 7% + Z nsin(——)e
n=1

estado estacionario v(x)

transitorio w(x,t)

nnmx

b, = E/OL[f(x) —v(z)] sin<T> dz

Metodologia: 1. Encontrar v(z) resolviendo v” = 0 con v(0) = T3, v(L) = T, 2. Calcular
w(z,0) = f(z) —v(z) 3. Hallar b,, con la condicién inicial modificada 4. Solucién: u = v + w

Error frecuente: usar f(z) directamente en vez de f(z) — v(x) para los coeficientes.

Ejercicio resuelto: u, = 2u,,, u(0,t) = 10, u(3,t) = 40, u(z,0) = 10+ 10z + 5sin(rz/3) Paso
1: v(z) =10 + 22 = 10 + 10z

Paso 2: w(x,0) = (10 + 10z + 5sin(wz/3)) — (10 + 10z) = 5sin(nz/3)

Paso 3: b; =5 (lectura directa), resto b,, = 0.

u(z,t) =10+ 10z + 5sjn<%x> e—2m2t/9

1.8.10 7.9 Tipo 9: Estado estacionario de la ecuacién de calor

El estado estacionario es la solucién cuando u, = 0:

Uy, =0 = |v(z) = Az + B|

Metodologia: 1. Resolver v = 0 — v = Az + B 2. Aplicar CC: v(0) = T} — B = Tj;
v L)=T,—A=(T,—T,)/L

Insight clave: el perfil estacionario es siempre lineal en 1D. En 2D (Laplace) puede ser més
complejo.
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Ejercicio resuelto: barra con u(0) = 20°C, u(5) = 80°C

v(x) =20+

—2
80 Ox:20+12x

(@) =20+ 12z (°C)]

En z =2: v(2) =20+ 24 = 44 °C.

1.8.11 7.10 Tipo 10: Identificar tipo de EDP

Si la ecuacién tiene.. Es.. Comportamiento
Uy = cuy, Onda Oscilacién, dos CI (f y g)
Uy = Ky, Calor Decaimiento, una CI (f)

Ugg + Uy =0
Uyt + Upgrs — O

Laplace Estacionario, solo CC
Viga Modos de flexién

Metodologia: 1. Contar el orden de la derivada temporal: 2 — onda, 1 — calor, 0 — Laplace
2. Verificar el signo: calor tiene signo positivo (u, = +ku,,) 3. Identificar las condiciones: onda

necesita f y g; calor solo f

Ejercicio resuelto: Clasificar las siguientes EDPs

Ecuacion Tipo

3uy = Tuy, Onda (c? = 7/3)
Uy = Dy, Calor (k =5)
Uy + Uy =0 Laplace

Uy — Uy +3u =10
ut +ua:za: =0

Onda (con término fuente)
KdV (tercer orden espacial, dispersion)

1.9 8. Resumen: ecuacion de onda vs. ecuacién de calor

Aspecto Ecuacién de onda Ecuacion de calor

EDP uy = cuy,, Uy = Klyy

Derivada en t Segunda Primera

CI necesarias u(z,0) = f(x), uy(z,0) = g(x) Solo u(z,0) = f(x)
Factor a,, sin(w,,t) + b,, cos(w,t) b, e “nt

temporal

(Dirichlet)

Frecuencia/tasa w, = nnc/L o, = n’m’k/L?
Comportamiento Oscilacién periédica Decaimiento exponencial
t — o0 Sigue oscilando u — estado estacionario
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Aspecto Ecuacién de onda

Ecuacién de calor

Reversibilidad  Si (cambiar t — —t)
D’Alembert o(x + ct) + P(x — ct)
Modos altos Oscilan con mayor frecuencia

No (irreversible)
No aplica
Decaen mucho mas rapido

1.9.1 Férmulas clave

Formula Uso

9 L
b, = 7 / f(z) sin(—) d Coeficientes de Fourier seno

0
2 L nwx

a, = — / g(x) sin(—) dz Coeficientes de velocidad inicial

e Jo (onda)

T, T, o

v(x) =T, + x Estado estacionario (calor, 1D)

D’Alembert con g =0
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