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1 Tema 2 - Descripciéon de Sistemas Dinamicos

Fundamentos de Control - GIERM

1.1 Objetivos de aprendizaje

o Obtener el modelo matematico (EDO) de sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos y térmi-
cos a partir de leyes fisicas

e Linealizar ecuaciones diferenciales no lineales alrededor de un punto de equilibrio

o Obtener la funcién de transferencia G(s) de un sistema a partir de su EDO linealizada

e Interpretar y reducir diagramas de bloques usando las reglas de algebra de bloques

¢ Relacionar la respuesta temporal de un sistema con su funcién de transferencia

e Clasificar y resolver los tipos de problemas mas frecuentes en exdmenes

Configuracién lista.

1.2 1. Introduccion: ;Qué es un modelo matematico?

Un modelo matematico es una descripcién del comportamiento dindmico de un sistema fisico
mediante ecuaciones diferenciales. El objetivo es predecir cémo evoluciona la salida y(¢) ante una
entrada u(t).

El procedimiento general es:

1. Identificar las variables: entrada u(t), salida y(t), variables de estado

2. Aplicar leyes fisicas (Newton, Kirchhoff, balances de masa/energia) para obtener la EDO
3. Linealizar si la EDO es no lineal

4. Aplicar Laplace para obtener la funcién de transferencia G(s)

donde Y (s) y U(s) son las transformadas de Laplace de la salida y la entrada, respectivamente, con
condiciones iniciales nulas.




1.3 2. Modelado fisico de sistemas
1.3.1 2.1 Sistema mecdanico traslacional (22 Ley de Newton)

La ley fundamental es > F' = m - a. Para un sistema masa-resorte-amortiguador:

o Masa m: fuerza de inercia F,, = m&

o Amortiguador b: fuerza de friccién viscosa Fj = bx
» Resorte k: fuerza eldstica F), = kx

o Entrada: fuerza externa F(t)

Aplicando Newton () F' = ma) con x(t) como desplazamiento desde el equilibrio:

F(t) — bt — kx = mi

| mii(t) + b (t) + ka(t) = F(t) |

Ejemplo: m =2 kg, b=3 N-s/m, k=5 N/m

2% + 3d + 5z = F(t)

Sistema masa-resorte-amortiguador: respuesta al escalon unitario

—— x(t) - Respuesta al escaldn

—== Valor estacionario 1/k=0.20 m

Desplazamiento x{t) (m)

Tiempo (s)

1.3.2 2.2 Sistema eléctrico (Leyes de Kirchhoff)
Para circuitos eléctricos se aplican las leyes de Kirchhoff:

o LKV (ley de tensiones): la suma de caidas de tensién en un lazo cerrado es cero
o LKC (ley de corrientes): la suma de corrientes en un nodo es cero

Componentes y sus relaciones v-i:



Componente Relacion Energia

Resistencia R vp=R-1 Disipa
di
Inductancia L vy = Ld—z Almacena (campo
magnético)
dv
Condensador C' ic=C—F¢ Almacena (campo eléctrico)

dt

Ejemplo: Circuito RLC serie con entrada v,,(t) y salida v (t):
Aplicando LKV al lazo:

di
vzn(t) :UR+UL+UC:R‘i+Lé+UC
d
Como ¢ = Cﬁ, sustituimos:
dt
_ pe®e y pede
Yin = Ty aez T C

| LCio(t) + RCic(t) + vel(t) = v, (¢) ]

Ejemplo numérico: R=10Q, L=05H, C=0.01 F

0.0056¢ + 0.19¢ 4 ve = vy, (t)

1.3.3 2.3 Sistema hidraulico (Balance de masa)

Para un tanque de seccién transversal A, con caudal de entrada g;,(t) y caudal de salida g, (1),
la variable de estado es el nivel h(t).

Ley de conservaciéon de masa (liquido incompresible):

dh

A— =gq, (t) — t
dt qzn() qout()

Si la salida es por una valvula con resistencia hidraulica R),:

_ N
qout - Rh

Sustituyendo:

dh
AR, 4+ () = Ry g, (1)

Esta es una EDO de primer orden (sistema de un tanque). La constante de tiempo es 7 = AR,,.



Caso no lineal: Si la salida es por un orificio (ley de Torricelli):

out = C\/E g A% =d;p — C\/E

Esta EDO es no lineal debido al término vh y necesitaré linealizacién.

1.3.4 Resumen de leyes fisicas por dominio

Dominio Ley fundamental Variables de flujo Variables de esfuerzo
Mecénico traslacional Newton: F' = ma Velocidad v Fuerza F'
Mecanico rotacional Newton: T' = I« Velocidad angular w Par T
Eléctrico Kirchhoff: LKV + Corriente ¢ Tensiéon v
LKC
Hidraulico Balance de masa Caudal ¢ Presién / nivel h
Térmico Balance de energia Flujo de calor ¢ Temperatura T’

1.3.5 2.4 Sistema térmico (Balance de energia)

Para un cuerpo de masa m, calor especifico ¢, y temperatura 7' (t), sometido a una fuente de calor
¢;,(t) y pérdidas por conveccién:

Balance de energia:

dT T—T, .,

me,— = G, (t) — a
P dt R,

donde R, es la resistencia térmica (K/W) y T, ., la temperatura ambiente.

Definiendo 0(t) = T'(t) — T,,,,,, (incremento de temperatura):

a

O 0t) =R, - q(t)

mcht%

Nuevamente un sistema de primer orden con constante de tiempo 7 = mc,R;.

Analogia eléctrica:

Térmico

Eléctrico

Temperatura T'
Flujo de calor ¢

Capacidad térmica C;, = mc
Resistencia térmica R,

Tension v
Corriente 7
Capacitancia C
Resistencia R

p




Respuesta al escalon de los 4 tipos de sistemas

Mecéanico: masa-resorte-amortiguador Electrico: circuito RLC serie
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1.4 3. Linealizacién alrededor del punto de equilibrio
1.4.1 3.1 Concepto general

Muchos sistemas reales son no lineales. Para poder aplicar la transformada de Laplace y obtener
funciones de transferencia, necesitamos linealizar la EDO alrededor de un punto de equilibrio
(también llamado punto de operacién).

Procedimiento general de linealizacion:

1. Escribir la EDO no lineal: & = f(x, u)
2. Encontrar el punto de equilibrio (v,,,u.,) donde f(z,,,u.,) =0
3. Definir variables incrementales: ér =z —z,,, du = u —u,,
4. Expandir en serie de Taylor y quedarse con los términos lineales:
0T ~ of ox + of ou
0z, dulg,

1.4.2 3.2 Ejemplo completo: Péndulo con friccién

Consideremos un péndulo de momento de inercia I, friccién viscosa B, masa m, longitud [ y par
externo T



I+ By +mglsin(p) =T
Paso 1: Punto de equilibrio. En equilibrio ¢ = ¢ = 0:

T,

eq
mgl

mgl sin(goeq) =T, = sin(cpeq) =

Paso 2: Desarrollo de Taylor de sin(y) alrededor de ¢, :

sin(p) ~ sin(p,,) + cos($e,) * (P — Peq)

Paso 3: Variables incrementales. Definimos 6o = ¢ — ., y 0T =T —T_:

16¢ + Bép + mgl [Sin((peq) + COS((Peq) ’ 580] - Teq +oT

Como mglsin(p,,) = T,,, estos términos se cancelan:

164 + Bop + mglcos(p,,) - 6p = 0T

Caso particular: para ¢,, = 0 (posicién vertical inferior), T,, = 0:

10+ Bép +mgl - dp = 6T

ya que cos(0) = 1. Esto es una EDO lineal de 2° orden idéntica en estructura al sistema masa-
resorte-amortiguador.

Linealizacion de sin(g) alrededor de @z = 0

15 }
— sin(e) )
== Aprox. lineal: S5in{@eq) + COS(Peq) - (P — Peg) ,,/

. Punto de equilibrio @eq = 0 ,,

Zona de validez aprox.

sin(g)




1.5 4. Caracteristica estatica

La caracteristica estatica relaciona la salida en régimen permanente Y,, con la entrada en
régimen permanente U,,. Se obtiene igualando a cero todas las derivadas en la EDO.

Para el péndulo: mglsin(p,,) = T,,

= arcsin &
Peq mgl

Esta relacion ¢, (T,,) es la curva estatica. La pendiente de esta curva en un punto de operacién
da la ganancia estatica del sistema linealizado.

Caracteristica estatica del pendulo

Curva estética: Qeq = arcsin(Teq/mgl)
75 == Rectatangente (ganancia estatica K = 0.214 rad/N-m)
. Punto de operacion (Teq = 1.47 N-m)

50

]

o

Angulo de equilibrio @eq ()

-4 -2 0 2 4
Par de entrada Teq (N-m)

1.6 5. Funcién de transferencia G(s)
1.6.1 5.1 Definicién y obtencién

La funcién de transferencia se obtiene aplicando la transformada de Laplace a la EDO linealizada
con condiciones iniciales nulas:




Recordatorio de propiedades de Laplace:

Dominio temporal Dominio de Laplace

y(t) Y(s)
y(t) sY (s)
y(t) 7Y (s)
y™(t) s"Y(s)

1.6.2 5.2 Ejemplo: Circuito RLC serie
Partimos de la EDO del circuito RLC (seccién 2.2):

LCUC —+ RC'UC + 'UC = vin

Paso 1: Aplicar Laplace (c.i. nulas):

LCs*V(s) + RCsVa(s) + Va(s) = Vi, (s)

Paso 2: Factorizar Vi (s):

Ve(s) [LCs? + RCs+ 1] =V, (s)

Paso 3: Despejar la funcién de transferencia:

Vc(S) o 1
V. (s) LCs2+ RCs+1

mn

G(s) =

Con valores numéricos (R =10, L=0.5 H, C =0.01 F):

1 200
G(S) = =
0.005s2 +0.1s+1  s2+ 20s+ 200
Respuesta al escalon de G(s) = > EZGOSOHOO Mapa-Heoptl@s del circuito RLC
10.0 x Polos

75

5.0

25

vel(t) (V)

Parte imaginaria jw
o
o

10.0-10.0}
— vclt)

=== Vvalor final =1 v -10.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 -10 -5 0
Tiempo (s) Parte real o



1.6.3 5.4 Metodologia: de la EDO a la funcién de transferencia
Pasos para obtener G(s) desde un sistema fisico:

Identificar entrada wu(t) y salida y(t)
Aplicar leyes fisicas para obtener la EDO
Si la EDO es no lineal: linealizar alrededor de (y,,, u.,)
Sustituir cada derivada por la potencia correspondiente de s:
o y—Y(s), y— sY(s), § — s?Y(s)
Agrupar Y(s) a un lado y U(s) al otro
Despejar G(s) =Y (s)/U(s)
7. Verificar: calcular G(0) (ganancia estitica) y comprobar que los polos tienen parte real
negativa (estabilidad)

o=

o o

1.6.4 5.3 Funcién de transferencia del péndulo linealizado

Partiendo de la EDO linealizada (¢, = 0):

15¢ + Bép +mgl - dp = 6T

Aplicando Laplace:

I1s?®(s) + Bs®(s) + mgl®(s) = AT(s)

D(s) 1

Gls) = AT(s) B Is? + Bs + mgl

Con valores numéricos: [ = 0.5 kg-m?, B = 0.2 N-m-s/rad, m = 1 kg, g = 9.81 m/s?, [ = 0.5
m:

1 2

G(9) = 0552 7025 1 4.905 — 52 + 0.4s 7 9.81

1.6.5 6.3 Reglas adicionales: mover puntos de bifurcacién y sumadores

Al reducir diagramas complejos, a veces es necesario mover puntos de bifurcaciéon o sumadores:

Operacion Compensacién necesaria
Mover bifurcaciéon antes de un bloque G Anadir bloque G en la rama movida
Mover bifurcacién después de un bloque G Anadir bloque 1/G en la rama movida
Mover sumador antes de un bloque G Anadir bloque G en la rama movida
Mover sumador después de un bloque G Afadir bloque 1/G en la rama movida

Error frecuente: olvidar la compensacién al mover elementos — resultado incorrecto.



1.7 6. Diagramas de bloques
1.7.1 6.1 Elementos basicos

Un diagrama de bloques representa graficamente las relaciones entre las variables de un sistema de

control:

o Bloque: operacién de transferencia G(s)
e Sumador: punto de suma/resta de senales (®/0)
e Bifurcacién: punto donde una senal se divide en dos caminos

1.7.2 6.2 Reglas de reduccion

Configuraciéon Diagrama Equivalente
Serie R—>G1_>G2_>Y Geq:Gl'GQ
Paralelo R—G, +Gy, =Y G., =G+ Gy
G
Reali tacié ti L G directa y H G,y=—=
ealimentaciéon negativa azo con irecta y «« =17 GH
retorno
G
Realimentacion positiva Lazo con G directa y H Gy = 1T-CGH
retorno B
G
Reali tacié itari H=1 G,p=——
ealimentacion unitaria ««= 113G

Serie: Geq =G1° G2

R(s) Y(s)
-

G
Geq Jfeedback — m

Paralelo: Geqg = G1 + G2

R(s) Y(s)

Realimentacion: Geq = 1 fGH

R(s) Y(s)
o[}

1.7.3 6.3 Ejemplo: Reduccién de un diagrama complejo (5 bloques)

Consideremos el siguiente sistema con 5 bloques:

o Camino directo: R(s) — Sumador — G; — G5 — G5 — Y (s)
o Realimentacién interna: de la salida de G5 a través de H; al sumador entre G, y Gy
o Realimentacién externa: de Y(s) a través de H, al sumador de entrada

Paso 1: Reducir el lazo interno (G5 con Hy):

10



Gy

G, 6, =—2_
T+ Gy H,y

Paso 2: Combinar serie G, G,,,; y G3:

G,G,G
G. =G.-G. ., -G, = —17273
dir 1 int 3 1+ G2H1
Paso 3: Cerrar el lazo externo con Hy:
G1GyGy
Gdir _ 1 + G2H1
VTR G T, GG,
1+GyH,
G = G1G2G3
“1 14 GoH, + G,G,G3H,
Verificaci6 éri G 2 G ! G > H, =05 Hy=1
erificaciéon numérica: con G; = —— =— = — =0. =1
LT D T T sy TR T s R
2-1-5
Gegls) =

(s+1)(s+3)(s+2)+0.5(s+1)(s+2)+10

Diagrama original (5 bloques)

Y(s)

-
L]

. S _ G1G2G3
Diagrama reducido: Geq = TICH $G.G0H

Y(s)

11



Respuesta al escalon del sistema reducido (5 blogues)

Respuesta al escalon de Geg(S)

-—- Valor estacionario = 0.5879

yit)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (s)

1.8 7. Ejercicios resueltos

1.8.1 7.1 Ejercicio resuelto: Masa-resorte-amortiguador - EDO — FT

Ejercicio resuelto: Sistema mecénico Datos: m =1kg, b =4 N-s/m, k =3 N/m. Entrada:
fuerza F(t). Salida: desplazamiento z(t).

Paso 1: Aplicar 22 Ley de Newton:
F(t) — bt — kx = mi
mi + bz + kx = F(t)

1-&+4d + 3z = F(t)

Paso 2: Aplicar Laplace (c.i. nulas):
s2X(s) +4sX(s) +3X(s) = F(s)

X(s)(s®+4s+3) = F(s)

Paso 3: Funcion de transferencia:

X(s) 1 B 1
F(s) s2+45+3 (s+1)(s+3)

12



Paso 4: Verificacién. Polos: s; = —1, s, = —3 (ambos reales negativos — sistema estable y
sobreamortiguado).

1
Ganancia estatica: G(0) = 3= 0.333 m/N.

1.8.2 7.2 Ejercicio resuelto: Circuito RLC serie - EDO — FT

Ejercicio resuelto: Sistema eléctrico Datos: R =20 Q, L =1 H, C = 0.02 F. Entrada:
v, (t). Salida: v (t).

Paso 1: LKV en el lazo:

di
3, +’Uc

vm:vR—FvL—FvC:Ri—i—Ldt

Uin = RC’UC + LC’UC + UC
Paso 2: Laplace:

0.0252V(8) + 0.4sV(s) + Vo (s) = Vi, (s)

Paso 3: Funcién de transferencia:

Vea(s) 1
G(s) = &2 =
) = ) T 00252 £ 045 11
50

Gls)= — 7

()= 53205+ 50
. . _ = vV — _ = 4.14
Paso 4: Polos: s = —20£/700-200 — —20414.1

Ambos polos reales negativos — sistema estable sobreamortiguado.
50

Ganancia estatica: G(0) = i 1 (la tensién del condensador alcanza la tensién de entrada).

13



1.8.3 7.3 Ejercicio resuelto: Linealizacién de un sistema de nivel de tanque

Ejercicio resuelto: Linealizacién hidraulica Datos: Tanque de secciéon A = 1 m?, salida
por orificio: q,,;, = ¢v/h con ¢ = 0.5 m®?/s. Punto de operacién: Gineqg =1 m?/s.

Paso 1: EDO no lineal:

Paso 2: Punto de equilibrio (h = 0):

9in eq 2 1 ?
qin,eq = c\/h>eq — h,eq = (T’) — (ﬁ) = 4 m

Paso 3: Linealizacion. Sea f(h,q;,) = q;, — cVh:

of c 05 0.5

el = =——"-=-0125s""
oh e 2y/heq 2v/4 4
din eq
Paso 4: EDO linealizada (0h = h — h.,, 0 = G, — Qi eq):
Adi(;;l) =—0.125-5h + 1 - dq

1-6h+0.125 - 6h = dq

Paso 5: Funcién de transferencia:

sAH(s)+ 0.125AH (s) = AQ(s)

AH(s) 1
G = =
)= 200 ~ 57012
1
Constante de tiempo: 7 = —— = 8 s. Ganancia estética: G(0) = 8 m/(m3/s).

0.125

14



Tanque con orificio: comparacion no lineal vs linealizado (69 = 0.2 m¥/s)

No lineal (odeint)
— = Linealizado (scipy.signal)

575

Nivel de equilibrio heqg =4 m
550 . Punto de operacién

—
ﬂ“—
-

5.25

Nivel h(t) (m)

4.25

400 e

Tiempo (s)

1.8.4 7.4 Ejercicio resuelto: Reduccién de diagrama de bloques

Ejercicio resuelto: Algebra de bloques Datos: Sistema con realimentacién unitaria negativa.
1

s+2°

Camino directo: G(s) = en serie con G4(s) =

5+5
Paso 1: Serie de G y Gy

10 1 10 10

Carl®) =G G = g T~ B 1) 2175110

Paso 2: Cerrar lazo con realimentacién unitaria (H = 1):

10
(8) — Gdi'r — 52 + 7s+ 10
“ 1 + Gdir 1 10
s2+T7s+10
10
G =
«al®) = T 10410
10
G =
cq(") 52 4 7s + 20
—7+v49—-80 —7+jv3l
Paso 3: Verificaciéon. Polos: s = = 5 = izj =—3.5452.78
Polos complejos conjugados con parte real negativa — sistema estable subamortiguado.
10

Ganancia estatica: G, (0) 0.5.

:%:

15



1.8.5 7.5 Ejercicio resuelto: Circuito RC (primer orden)

Ejercicio resuelto: Sistema de primer orden Datos: R =1 k2, C' = 100 pF. Entrada:
v, (t). Salida: v (t).

Paso 1: LKV:

d
vm:Ri+vC:RC%+vc

RCUC + UC == /Uin
Con valores: 7= RC = 1000 x 100 x 1076 =0.1 s

Ol’UC + UC = U,L'n

Paso 2: Laplace y FT:

Ve 1 10
G(S) — C(S) _ —
Vi.(s) 01ls+1 s+10
Polo: s = —10 (real negativo — estable). Constante de tiempo 7 = 0.1 s. Ganancia estatica

G(0) = 1.

1.8.6 7.6 Ejercicio resuelto: Linealizacion de sistema térmico con radiacién

Ejercicio resuelto: Linealizacién térmica Datos: Cuerpo con capacidad térmica C, = 50
J/K. Entrada: potencia P(t). Pérdidas por radiacién: q,,; = ceAT* (ley de Stefan-Boltzmann).
Punto de operacién: T, = 400 K, ceA =2 x 1078 W/K*.

Paso 1: EDO no lineal:
dT

Ct% =P —oeAT*

Paso 2: Equilibrio (T = 0):

P =0eAT: =2 x 108 x 400" =2 x 1078 x 2.56 x 1019 =512 W
e eq

q

Paso 3: Derivadas parciales de f(T, P) = P — oceAT*:

of

ar| = —40(—:ATe3q = —4x2x 1078 x 400® = —4 x 0.00128 = —5.12 W/K

q

16



Paso 4: EDO linealizada:

Paso 5: Funciéon de transferencia:

of
oP

€q

C,0T = —5.12- 0T + 6P

5007 +5.12 - 6T = 6P

Gy = AT() 1 0.1953
S) = = =
AP(s) 50s+5.12 s+0.1024
. 50 . » 1
Constante de tiempo: 7 = 510" 9.77 s. Ganancia estatica: G(0) = 10 0.195 K/W.

1.9 8. Catalogo completo de ejercicios: todos los patrones

Esta seccion clasifica los 12 tipos de problemas que pueden aparecer en examenes del Tema 2.

Dominio Ecuacién clave Dificultad

# Tipo

1

Masa-
resorte-

amortiguador

Péndulo
(lineal-
izacién)
Circuito
RC
Circuito
RL
Circuito
RLC serie
Tanque con
valvula
lineal
Tanque con
orificio
(linealizar)
Cuerpo con
conveccion

Mecanico

Mecéanico

Eléctrico

Eléctrico

Eléctrico

Hidraulico

Hidraulico

Térmico

mx + bt +kx = F

I+ Bp+mglsing =T

RO'UC + 'UC = Uin
Li+ Ri = v,
LCUC -+ RCUC + UC = /Uin

ARyh +h = Ry,q;,

Ah’ = qin 70\/E

C,R.0+ 0= R,q,,

17

Media

Alta

Baja
Baja
Media

Baja

Alta

Baja



# Tipo Dominio Ecuacion clave Dificultad

9 Cuerpo con  Térmico C,T = P — 0eAT* Alta
radiacién
(linealizar)

10 Reducciéon  Bloques G.,=GGy0G + Gy Baja
se-
rie/paralelo

11 Reduccién  Bloques G.,,=G/(1+GH) Media

€q

con reali-
mentacion
12 Diagrama Bloques Combinacién de reglas Alta
complejo
(multiples
lazos)

1.9.1 8.1 Tipo 1: Masa-resorte-amortiguador

1

Gls) = ms2 4+ bs + k

Co6mo afectan los parametros: - Si m aumenta — oscilaciones mas lentas — frecuencia natural
w,, = v/k/m disminuye - Si b aumenta — amortiguamiento ¢ = b/(2v/mk) aumenta — menos
oscilaciones - Si k aumenta — sistema mas rigido — frecuencia natural aumenta, valor estacionario
1/k disminuye

Ejercicio resuelto: Tipo 1 Datos: m =0.5kg, b=1N-s/m, k=2 N/m

1 2
G — =
) = B rst12 s ia
—2 4—-16
Polos: s = % =—-1+jV3
2 .
w, = V4=2rad/s, ( = 35" 0.5 (subamortiguado).
. ‘1 2

Ganancia estatica: G(0) = 1= 0.5 m/N.

1.9.2 8.2 Tipo 2: Péndulo (linealizacién de siny)
EDO no lineal: 1¢ + By + mglsin(p) =T

Procedimiento: equilibrio — Taylor de sin — variables incrementales — cancelacién del punto
de equilibrio.

1
~ Is? 4 Bs+ mglcos(p,,)

G(s)
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Truco para el examen: la linealizacién de sin(yp) siempre introduce cos(ip,,) como factor del
término proporcional. Si ¢, =0, cos(0) = 1y la EDO es idéntica a masa-resorte-amortiguador.

Ejercicio resuelto: Tipo 2 Datos: I = 1 kgem?, B = 0.5 N-m-s/rad, m = 2 kg, [ = 0.3 m,
Peq = /6 (30°)
mglcos(pe,) = 2 x 9.81 x 0.3 x cos(30°) = 5.886 x 0.866 = 5.097

1
G =
(8) = 5055 1 5.007
—0. v/0.25 — 20.
Polos: s = 054 v0.25 - 20489 _ —0.25 + 52.24 (subamortiguado).

2

1.9.3 8.3 Tipo 3: Circuito RC (ler orden)

17
Ts+1  s+1/7

G(s) = T=RC

Coémo afectan los parametros: - Si R aumenta — 7 aumenta — respuesta més lenta - Si C
aumenta — 7 aumenta — respuesta mas lenta - La ganancia estética es siempre 1 (el condensador
se carga hasta v,,,)

Ejercicio resuelto: Tipo 3 Datos: R =4.7k), C =47 uF
T =RC = 4700 x 47 x 1076 = 0.221 s

B 1 4525
©0.221s+1 s+ 4.525

G(s)

1.9.4 8.4 Tipo 4: Circuito RL (ler orden)

R 1

= = =L
G(s) Ls+ R 71s+1 T /R

Salida: corriente i(t). Entrada: v;,(t). La ganancia estética es 1/R.

Ejercicio resuelto: Tipo 4 Datos: R=100, L=0.2H
7=L/R=0.2/100 = 0.002 s = 2 ms

Is) 1)L 5
) =) s+ R/ 53500

Ganancia estatica: G(0) = 5/500 =0.01 =1/R A/V.
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1.9.5 8.5 Tipo 5: Circuito RLC serie (22 orden)

2

GO) = foa T RO~ T
§  LCs2 4+ RCs+1 82+ 2(w,s +w?
1 R /C
donde w,, = — = —1/=.
TV YTV

Coémo afectan los pardmetros: - Si R aumenta — ( aumenta — menos oscilaciones (mas
amortiguado) - Si L aumenta — w,, disminuye — respuesta mas lenta - Si C aumenta — w,,

disminuye — respuesta mas lenta

Ejercicio resuelto: Tipo 5 Datos: R=5Q, L=0.1H,C=0.01F

1 1
w, = = = 31.62 rad/s
V0.1 x0.01  +/0.001 /
5 /0.01 .
(= Vo1 = 2.5 x 0.316 = 0.791 (subamortiguado, ¢ < 1)
1000
G =
(%) = =505 1 1000
—50 + /2500 — 4000
Polos: s = 0= ; — 254 j27.39
Efecto del amortiguamiento ¢ en el circuito RLC (L=0.1H,C=0.01 F)
14 — R=20,{=0.32
— R=50,{=079
12 — R=100,7=1.58
: —— R=200.,7=3.16
1.0
0.8
i& 0.6

0.4

0.2

0.0

0.2 03 04 0.5

Tiempo (s)

0.0 0.1

20
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1.9.6 8.6 Tipo 6: Tanque con valvula lineal (ler orden)

Ry,

Gls) = s+ 1

T:ARh

Cémo afectan los pardmetros: - Si A aumenta (tanque més grande) — 7 aumenta — respuesta
mas lenta - Si R, aumenta (vilvula mds cerrada) — 7 aumenta Y ganancia estitica aumenta —
nivel final més alto

Ejercicio resuelto: Tipo 6 Datos: A =3 m? R, =2 m/(m?/s)
T=AR;, =3%x2=6s

2 1/3
C6s+1  s+1/6

G(s)
Ganancia estatica: G(0) =2 m/(m?/s). Si ¢;, =0.5 m®/s — h,, =2 x0.5=1m.

1.9.7 8.7 Tipo 7: Tanque con orificio (linealizacién de v/h)
EDO no lineal: Ah = q;, —cvVh

Procedimiento: encontrar h,,, derivar V'h respecto a h, obtener resistencia hidraulica equivalente.

d c 1
% <C\/E) h a 2\/ heq N Rh,lin
G o Rh,lin R - 2\/ h’eq - 2heq
(8> B ARh,linS +1 olin c B Qin,eq

Truco para el examen: la resistencia hidraulica linealizada se puede escribir como R} ;;,, =
)
2heq/qout,eq'

Ejercicio resuelto: Tipo 7 Datos: A =2 m? ¢ = 0.3 m®?/s, in.cq = 0.6 m? /s

heq = (Qin,eq/c)2 = (06/03)2 =4m

T = ARh,zm =2 x13.33 =26.67s
13.33 0.5
G(s)

T 2667s+1 s+ 00375

1.9.8 8.8 Tipo 8: Cuerpo con conveccién (ler orden)

Ry

)= Rt 1

T=C,R, =mc,R,
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Ejercicio resuelto: Tipo 8 Datos: m = 0.5 kg, ¢, =400 J/(kg'K), R, = 0.1 K/W
C, = me, =200 J/K, 7 = C,R, = 200 x 0.1 = 20

01 0.005
20s+1  s+0.05

G(s)
Ganancia estdtica: G(0) = 0.1 K/W. Si g;,, =50 W — 6, = 0.1 x 50 = 5 K.

1.9.9 8.9 Tipo 9: Cuerpo con radiacién (linealizacién de T%)

EDO no lineal: C,T = P — ge AT*

d 1
—(0eAT* = 40eAT3 =
dT(Ue ) . oeAT,, oo
eq
Rt,lin 1
Gls) = CiRy jins + 1 R tin = AoeAT3,

Ejercicio resuelto: Tipo 9 Datos: C, =100 J/K, ceA =5 x 1072 W/K*, T, = 500 K

1 1 1
Blin T 4 x5 x 1079 x 5003 4 x5 x 1079 x 1.25 x 108 2.5 /

=100x0.4=40s

T = Cth,lm
0.4 0.01

G pr— pr—
(5)= 205 11~ 550025

1.9.10 8.10 Tipo 10: Reduccién serie/paralelo

. N, N.
Serie: Geq:Gl-GQZDiDZ
N,D, + N, D
Paralelo: G, =G, + G, = =2 271
eq 1 2 D1D2
Ejercici Ito: Ti 10 Dat G,(s) 3 (s) 2
rciClOo I : 1 : S) = —— S) =
jercicio resuelto po atos: G, s11 02 s 14
Serie:
G 3 2 6 B 6
serie ™ o411 s+4  (s+1)(s+4) s2+5s+4
Paralelo:

. 3 N 2 3(s+4)+2(s+1)  5s+14
paralelo_8+1 8—|—4_ (8+1)<8+4) _32+5S+4
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1.9.11 8.11 Tipo 11: Reduccién con realimentacion

G
“«=1icm
Ejercicio resuelto: Tipo 11 Datos: G(s) = Gra) H(s) = 1 (realimentacién unitaria),
s(s+a
K=10,a=3
10
o — s(s+3) 10 B 10
eq_l 10 s(s+3)+10  s2+3s+10
+ -
s(s+3)
3491
Polos: s = —S+v9-40 = —1.5 4 j2.78 (estable, subamortiguado).

2

1.9.12 8.12 Tipo 12: Diagrama complejo (miltiples lazos)

Estrategia general: 1. Identificar los lazos de realimentacién (del mas interno al més externo) 2.
Reducir cada lazo interno primero 3. Combinar bloques en serie 4. Cerrar el lazo externo

Error frecuente: olvidar que al mover un punto de bifurcacién hay que compensar con un bloque

1/G o G.

2 3 1
Ejercicio resuelto: Tipo 12 Datos: G, = PRy Gy, = P Gy = PR Gy y G5 en
paralelo, el resultado en serie con GG, todo con realimentacién unitaria negativa.

Paso 1: Paralelo de G, y Gj:

3 1 3(s+4)+(s+2) 4s + 14
par 2+ Gy s+2+5+4 (s+2)(s+4) s?2 4 6s+ 8

Paso 2: Serie con G:

G e 2 skl s+ M) 85428
dr TR T s 11 24 654+8  (s+1)(s2+65+8) s34+ T7s24 145+ 8

Paso 3: Realimentacion unitaria:

o Gar 8s + 28
U 1+ Gy, 3+ Ts2+ 145+ 8+ 85+ 28

o _ 8s + 28
€ g3 4 752 4+ 225 + 36
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642,65

Tipo 12: Respuesta al escalén Tipo 12: Mapa de polos y'l S
T X Polos x/pe

-~ valor final = 0.7778 Q Ceros

-3.68+0.00]

Parte imaginaria jw
=)

= 0
0 1 2 T‘emio © 4 5 6 -35 -3.0 -2.5 ;:,?e eal 071 5 -1.0 -05 00
1.9.13 Tabla resumen de férmulas del catalogo
Tipo Dominio FT en forma estandar Ganancia estatica
1
1. Mecanico —_— 1/k
ms? + bs + k
Masa-resorte-amort.
1 1
2. Péndulo Mecanico _
Is? + Bs + mglcos p,, mglcos ¢,
1
3. RC Eléctri e 1
éctrico 7 (57]%_ ]
4. RL Eléctri —_ 1/R
éctrico T/R)s 11 /
1
5. RLC Eléctri 1
eckHeo LCs? +RRC5 +1
6. Tanque valvula Hidraulico Wsh—i—l R,
7. T ifici Hidrauli S Ry
anque orificio idraulico ARty s 11 hlin
R
8. C i6 Térmi I 2 R
onveccién érmico CiRys 11 "
9. Radiacién Térmico WZ:H Ry 1in,
10. Serie Bloques G,G, G1(0)G4(0)
G G(0
11. Realimentacion Bloques m ]_—’—C;<<O>>_H(O>
12. Diagrama Bloques Segun reduccién Evaluar en s =0
complejo

1.10 9. Formulario de linealizacién: funciones no lineales comunes
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Funcién no lineal f(z)

Derivada f’(x)

Linealizacion alrededor de z,

1

]
S
~

x -y (dos variables)

cos(x)
—sin(x)
1
2\/x
2z
nl,nfl
e

1/x
d 0

%:y’%:x

xT

sin(z,,) + cos(x,,) - 0
cos(z,,) —sin(z,,) - 0

1
\/xeq+2 Teq x

x2, + 2z, - 0z
a4+ nal - ox
e®ea(1+ dx)

In(z,,) + -z

eq

ZTeglYeq + yeqéx + :Ceq5y

Regla general: f(z) ~ f(z,,) + f'(z,,) - (x —2,,)

1.11 10. Resumen y tabla de férmulas clave
# Sistema EDO Funcién de transferencia Orden
1
1 Masa-resorte- mx + _— 2
. ms? +bs + k
amort. bz +
kx=F
1
2 Péndulo 1op + 5 2
linealizado Bop + Is% 4 Bs +myglcos peq
mgl cos p,,0¢p =
oT
1
3 Circuito RC RCEC + m 1
Vo = Vin /R
4 Circuito RL Li + LR/l 1
Ry (L)
1
5 Circuito RLC LCvq + 5 2
RCip + LCs* + RCs+1
Vo = Vin R
6 T ARk h 1
ande = W AR s 11
valvula h=
thin
7 Tanque + Ah = B iin 1
orificio ¢n—cVh ARy jins +1

(lin-

ealizar)
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# Sistema EDO Funcién de transferencia Orden
: R
8 Térmi C.R.0 v 1
ermlco‘, t_ 0+ O Tl
conveccion g =
thin
9 Térmico C,T = Rt’lm 1
T = " ten
radiacién P— CiRyins +1
oeAT?
(lin-
ealizar)
1.11.1 Reglas de bloques
Configuracion Férmula
Serie Goy =Gy - Gy
Paralelo Gy =G+ G,y
Realim. negativa Geq = @
Realim. positiva Geq = @
Realim. unitaria G =——
7 1+G

1.11.2 Conceptos clave para el examen

o Ganancia estatica: K = G(0) = valor final de la respuesta al escalén unitario

o Constante de tiempo (7): tiempo en alcanzar el 63.2% del valor final (ler orden)

o Frecuencia natural (w,,): frecuencia de oscilacién sin amortiguamiento (2° orden)

o Factor de amortiguamiento ({): determina si hay oscilaciones (( < 1) ono (¢ > 1)
o Estabilidad: todos los polos deben tener parte real negativa
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